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ПустьDczIP, п=3,4 , . . .  и - оггображение с ограниченным в qieiiHeM искажением. В рабсле приводятся теоремы и примеры, 
характеризующие связь некоторых классов и подклассов таких отображений с классами отображений с ограниченным искажением 
и классами с ограниченным интегралом Дирихле. Результаты сведены в таблицу. Всюду далее п -  размерность пространства, р>\ -  
показатель суммируемости характеристик интеграла Дирихле, ̂ 1 /(п -1) -  показатель суммируемости усредненной характеристики.

Пусть D c/T  -  область, п=3, А,Кп  пусть отображение 
f.D-*Ff щзшадлежш' Соболевскому классу 

Тогда почти всюду в D определены величины [1]:
1 /'(^ )| = тах |/ '(х )Л |, l ( x f )  = m in |/'(x)/» |,|А|«1 |А|~1

|V / ( x ) |  = I
У=1 дх
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,y (x /)= d e t^
¥ Л х )

дх.

а также характеристики отображения f.

к (X =

koi.x, f) = | / ' ( х ) Г
Д ( х , / )  = я
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Л х , / ) .............. \J{,xJ X
Эти локальные характеристики связаны между 

собой неравенствами
к, ( х , Л й к ,  ( x j y - ' , (х ,/)< и '"^  Х (х ,/ )<

^ ’" Ч „ { х , / ) й п ' - ^ Ч , ( х , Г Г ' ,
к(х, / )  < min(A/ (х, / ) ,  (х, / ) )  S

^  ^(х , й  тах(Л ; (х ,/ ) ,  к„(х ,/ ) )  $ к(х, .

Определение 1. Гомеоморфизм f : D - ^ R  на­
зывается:

- /^-квазиконформным, 1^<оо, если 

и K ( f )  = vrai max к(х, Т ) й  К \жеО
-  Агквазиконформным, 1<А>соо, если f eW^j^(D)

и К,  ( / )  = vrai max к, (х, К ,;
X€D

-  /щ-квазиконформным, 1<Ко< «>, если / efVj ia, (D)  

и ( Л  = vrai max к„ (х, Л й К „ .хеО
Определение 2 [2-4]. Отображение f:D-^lC называ­

ется квазирегулярным отображением, если fe^ACL\D) и 
существует константа такая, что неравенство

\ f \ x f  й К Л х , Л  О )
имеет место почти всюду в D. Наименьшая из констант 
/Г ^  1 , для которой неравенство (1) остается верным, 
называется внешней дилатацией /  и обозначается через 

Если /  квазирегулярно, то наименьшая ю  констант 
/Г S 1, для которой неравенство

J { x J ) ^ ( f{ x ) r  (2)
справедливо, называется внутренней дилатаций /  
Максимальной дилатацией/ называется число

/:(/)=тах(КХ/),/:„(/). (3)
Если K{J)<K, то отображение /  называется К-ква- 

зиретулярным. Если /  не является квазирегулярным, 
то полагаем Ko(J)=Ki(J)=K(fyco. Как видим, K(f), КН),

Ko(f) в определении (2) совпадают соответственно с 
vrai max k{x, f) ,  vraimdxk,{x, f) ,  vraimaxkAx,/).

x e D  x e D  xeD

Определение 3 [3]. Отображение f.D-^lC  называ­
ется отображением с ограниченным в среднем искаже­
нием, если оно удовлетворяет следующим условиям:

С1) отображение непрерывно;
С2) /  € Wlj^(D) , функция J{x,j) не меняет знак в

области D и существует число Ю:\ такое, что для 
почти всех xeZ) выполняется неравенство (2).

Отображение /  называется квазимером^зфным, если 
вместо С1) оно удовлетворяет более сильному условию

СЗ) отображение / топологическое.
Наименьшая из постоянных К, для которых неравен­

ство (3) выполняется почти всюду в D, называется коэф­
фициентом искажения отображения /  и обозначается 
символом K(J). Аналогично определяются отображения с 
Ао, А/ -ограниченным искажением.

Понятие пространственного квазиконформного ото­
бражения введено М А  Лаврентьевым [5]. Начало интен­
сивных исследований в згой области огаосигся к 1960 г. В 
1966 г. ЮГ. Решетняком бьши введеньг отображения с 
ограниченным в q)eднeм искажением [4]. Обзор исследо­
ваний этих отофажений содержится в [6-7].

Гомеоморфизм /  области D на :D’(zB" является 
отофажением класса ( D ) ,e c m  (D ) ,

и /  обладает N, .^'-свойствами.
Локальный гомеоморфизм f.D-*R" является ото­

бражением класса , если VxeZ) существует

{/-окрестностьточкиxeZ)такая,что / |  i ^ ) -
Предложение 1 [8]. Пусть D -  открытая область и 

fD-^PP -  непрерывное, открытое, изолированное ото­
бражение. Тогда множество В/точек ветвления отобра­
жения / нигде не плотно, d i m B / <  rt-2, | Во I =  0.

Определение 4 [9]. Пусть f ^ l  ux(,D) -  от­

крытое изолированное непрерывное отображение, 

/ ^ l ,h c  ( ^ ) > Лх,/3>0 почти всюду в D.
Если существует постоянная Kjp такая, что

K , „ U y { \ K ^ x J ) H x , f ) d x ^  (4)

(число р>0), то отображение/ называется отображением 
с А/^-ограниченным в среднем искажением; если суще­
ствует постоянная А „у > 0 такая, что

’■(i

'dip'
К Л Л  = \ \K tixJ )d x ^ А ,„ .< о о ,(р '> 0 ) , (5)

то отображение/ называется отображением с А^ ^
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К„ р- -офаниченным в среднем искажением; 

если существует константа А!р>0 такая, что

K p i f ) J \ K ^ i x , n d x Y ' ^ K p < ^ ,  (6)

(р>0), то отображение / называется отображением с Кр-от- 
раниченным в среднем искажением, а число р  -  показате­
лем суммзфуемости yq)eднeннoй харакгфистки.

Офедепение 4 естественно расгфостраняется на слу­
чай р=оо. Действительно, если функция А(х^ измерима и 
существенно ограниченна на офаниченном множестве Д  
(для нее существует величина vra/m ax[i(x,/ ) |  = ,

называемая для нее существенным максимумом I А(х,У) | 
на D), то имеет место равенство

|ш | |* ( , , / ) | | , ^ , „ = М , .  (7)

Докажем это. Пусть отЕ -  мера Е. Если Mf=Q или 
mD=0, то равенство (7) очевидно. Будем считать 
0<Mf<oo. Если D -  офаниченное измеримое множе-

ство, то
\ир

\ k { x j ) \ ' ’ ск ^ J (m Z))'''’ . Следова-
D  )

тельно.

р-¥Ф' (8)

С другой стороны, из определения существенно­
го максимума функции следует существование мно­
жества D\ положительной меры такого, что для всех 
его точек выполняется неравенство \ k {x , f ) \ >Mf -г,
где 0<е<Л^. Поэтому

(
= K -e )(m Z ^ r^

VOi

Значит, limf ^ ( x , f ) ’’ dx 

произвольно, то 

lim
p-ко

у
s .\!p

j - z ,  и так как е

у/р
^ { x , f Y  dx\  >Mf ,  

D  J
(9)

limp-*a>
\ D

|A(x,/)'’<& j ,

откуда lim
/>—>00

j k ( x , / y d x
\4p

\ D

^ N .

Так как N  как угодно велико, то предел (10) не мо­
жет быть конечным, и мы пришли к противоречию.

Следовательно, класс отображений с офаничен­
ным искажением для офаниченных областей полу­
чается из класса отображений с АГу,-офаниченным в 
среднем искажением при р=ао.

Аналогичный предельный переход при р=оо в гео- 
мефическом определении отображений с AГ^,-oфaни- 
ченным в среднем искажением даёт геометрическое 
определение квазирегулярных отображений.

Обозначим Ор класс отображений /  с /Гр-офаничен- 
ным в среднем искажением, через Qp -  класс отображе­

ний / с А^-ограниченным в среднем искажением.
Предложение 2. Если р<р', то Qp. с  Qp .
Доказательство следует из неравенства

р -р
jA'’ ( x , / ) o b c ^  JA'’’ -\mD\

П редлож ение3. Если р ' > р,то  с g * . 

В самом деле,
\k' ’{ x , f ) j { x , f ) d x ^
D 

D

\D

pip'

ip'-p)lp‘

pip'

что справедливо для любого измфимого множества D.
Из (8) и (9) следует (7).
Мы доказали, что если функция к{х, / )  сущест­

венно Офаниченна, то есть конечный предел

= \к' ‘\ х , f ) j { x , f ) dx  {mD') р' .
\ D  У

Замечание Г Пустьр>п-\. Тогда в определении 4 
можно опустить условия изолированности, открыто­
сти и непрерывности [10. Теорема 1.1].

Определение 5. Пусть К'./-р1У -  открытое, непре­
рывное, изолированное отображение,/ e lF j  (D ),

/eW 'J loc (^)>  Ax,J)>^ почти всюду в D . Если суще­

ствует постоянная бр, рЮ такая, что для любой точки 
yeZX, Р>п-\, то

\D /
(10) где функция k{t) определена при />0, конечна, не­

равный существенному максимуму k(xj) на D.
С другой стороны, из существования предела (10) 

следует существенная офаниченность к(х, J) на D. 
Если бы это было не так, то как бы ни было велико N, 
существовало бы измеримое и офаниченное под­
множество D' множества D положительной меры, на 
котором k{xJ)>N. Тогда для любого р  > 1

\^k(x,fr<k\^>N[mrf)'^,

отрицательна, непрерывна, не возрастает,
I

ИтА(/) = +оо и | а(/) / ‘“Л  = оо фиос=(рН-иУ(рНХ 
о

то /  на^>шаелся отофажением с рр>юграниченным в сред­
нем искажением.

Рассмофим весовые классы отображений оп­
ределённых в области Dcd?” и имеющих обобщенные 
производные первого порядка в смысле СЛ. Соболева, 
суммируемые по области в степени s, 1<у<оо, вместе с 
весовой функцией г“(х, 5£>), ае(-оо,-ьоо), г(х, дВ) -  
расстояние от точки х&В до фаницы дВ.

Определение 6. Будем говорить, что отображе­
ние f.B-¥R" принадлежит весовому классу Ql'“, и
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писать/е £>* “ , если /  непрерывно в области D , от­

крыто, изолированно, ( D )  и такое, что

{х ,дВ)ск^  <к<оо, 

1<у<ао, ае(-оо -н »).

Отображение /  принадлежит классу “ в об­

ласти D, если для некоторого конечного К.
Функцию i(x), А:(0, +«з)->[0, +оо) будем называть 

ядром, если она удовлетворяет следующим условиям:
1) k(t) непрерывна, не возрастает и ИтА:(/)=оо;

/-♦0+

о
Определение 7. Отображение / принадлежит клас­

су ( * )  ® области D , если/ нещ)ерьгано, откры­

то, изолированно, /eJVj  i„. iD)  и такое, что

Л,а(/■.*. ■С) = I J a.* (х, / ) г“ (х, dD)i\x -  у |) л

для всех точек y e D ,  l<s<oo, аб(-оо,+оо) и ядро 

К I ̂ -у  I) удовлетворяет условию

i  |0 . если а  < 0.

Отображение /  называют отображением с огра­
ниченным в среднем потенциалом градиента, если 
/  €  (л) в D при каком-нибудь конечном к .

Предложение 4. Пусть j'>s. Тогда

если | Ф - у1)с& < 00 д  ля любого у  е D .
D

Предложение 5. Пусть s'>s и ядро k(t) удовле­
творяет в ограниченной области Г>сЛ" условию 

^ gj, ддд любого y e D .  Тогда
D

Q.- <̂ Qs.k-
Предложение 6. Пусть р'>р. Тогда с: б* > 

где *,(jx-y|)=A:^” '>"'"(jx-y|).

Предложение 7. Пусть р ’>р. Тогда 

если для любого y e D .
D

Доказательства предложений 4 -7  проводятся как 
и доказательство предложения 3. Результаты этих 
предложений и сравнение класса отображений с 
ограниченным в среднем искажением с классом 

-отображений с р-ограниченным Дирихле и с

ограниченным потенциалом градиента приведем в 
таблице (определение в [11 -14]).

1 асе. s'>s
2 а* се; s'>s »

3 а д  се,.* s'>s

4 асе,.* s'>s J/t''(,*‘)'<*'")(jx-y|)aEr<oo
D

5 а.* се,.* s'>s

6 д. s’>s (|x-y|)A :<00
D

7 p=n s=l/(n-\)

8 Q ,cBL" p=n s>n-\

9 Br< tQ , p=n s=\/{n-l)

10 QlczBL" p=n S > 1

11 BL”(zQl p=n se\

12 Q.czBL» pen s^/(n -p )

13 e,<25£'’ ;51'’(ге. pen s<pl(n-p)

14 BL^ctQ] pen s^pl(n-p)

15
f  " \  

Q,^<zBL" * ' ’- ' ( l ^ - > ' l )

\  /
pen s^ l(n -p )

16 е,с5г ;e,VBi'’ p>n \/(n-\)<sen-\

17 е;пе,с5г ;e;<zBi'’ p>n s>n-\

18 е;песдг ̂ q .^ ib l" p>n s>n-\

19 BL'dQ : p>n s>ll(p-n)
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20 Q.ctBl" p>n 1 /(p-n)<s<p/{n-l)

21 1<S<00 аб(-оо,+оо)

22 Q‘ik)aQ‘"ik) l<s<00 a>0

23 е* “ с  Q l<s<oo a<0

24 Q - { k ) ^ Q \k ) 1<S<00 a<0

25 Qs.a Qsfi s'<s

а) psSoj', Д -  orp. обл.;
б) (x^'>P^; 5(l+p)>s'(l+ot); 
a , p>0; a^+pVo и

^ ^ ^ х , ф 7 ) Л < х ,
D S-S

26 \<s<n jA '*‘( x - y |)(&<00

27 1<J<00 a>0

28 l<5<00 a>0

29 Q^czQ^■^^ik) s'>s a>0;

30 l<S<00 a<0

31 <^Q,, s'>s a>0;

32 1<J<00 a=0

33 s'>s

34 s'>s ае(-оо,+оо)и < 00

35 Q‘■̂̂ c  BL” p=n j> n -l;  a>0

36 BL” c  Q’-’̂ p=n s= l/(n -l); a>0

37 BL” <t “ p=n 5>1/(и-1); a>0

38 “ c  BL" p<n s^l{n-p)\ a<0

39 0 ’ “ (Г BL" p<n s<pl{n-p); a<0

40 BL" <z “ p<n s<p/{n-p)-, a<0

41 “ (2 BL” p>n l / (n - l) ls < n - l ;  a<0

42 Q‘'̂  ̂ <t BL" p>n 5>и-1; a<0

43 e*  “ <t BL” p>n ll(p-n)<s<p/{n-\y, a<0

44 Q‘-^{k)<zBL"{knl{n-p)) p<n s<pl(n-p); a<0

45 Q‘'^^{k)(tBL" p<n s>p/{n-p)', a<0

46 Q‘{k)(t BU {kn !{n -  p)) p<n s^l{n-p) ', a=0

47 Q‘{k)<zBL' p<n s^l(n~p)', a=0

Все включения доказываются аналогично предло­
жению 3. Предложения, сформулированные в пунктах 
9, 13, 14, 16-20, доказываются с помощью примеров, 
подтверждающих, что соответствующие включения не 
имеют места. Рассмотрим, например, 16. Пусть р>п, 
1/(и-1)^ ^<и-1 . Не имеют места включения Q/tBL”, 
Ql <z BL". Покажем это. Рассмотрим область D:{(X], 

...,х„еЛ": 0<х,<1, /=1,л} и отображение

/(Х>=|^Х, ,Xj
1 1-»

где 1-р>0.
Имеем = l , j { x , f ) =  К , (х ,/ ) = х / ,

Пусть 1/(п-1)<8<и-1,1/(л-1)<8<л/(/1-1). Подберём 
р так, чтобы {x,f)J{x,f)dx<so, jKl'{x,f)dx«a,

D  О

а |/ '(х ] |”<&=00. Тогда
D
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D  0

j> :f  (x ,f)dJ^f^ '^^dx ,< sx> ,
D  0

1 / ' ^ ”^=^= =<»
D  0

выполняется при l/w -97«tnin{l/(y+l); l/s '(w -l)}. что 
и требовалось доказать.

Включение 26 утверждает, что при надлежащем 
выборе ядер класс отображений с ограниченным по­
тенциалом градиента является более широким, чем 
класс отображений с ограниченным и-интегралом Ди­
рихле, который изучается в работах Г.Д. Суворова [12] 
и И.С. Овчинникова [14] и который включает в себя 
ограниченные квазиконффмные отображения. Приме­
ром такого ядра может служить функция

классе отображений с ограниченным искажением и 
не является устранимой для класса отображений с 
ограниченным в среднем искажением. Из включе­
ния 15 получаем, что feQs_ * можно продолжить до 
непрерывного в изолированную особую точку.

Покажем, что пересечение Q's i^Qs при р>  п 
и 5 > л - 1 .  Для этого рассмотрим Z)={(x, ,...,х„  ) е  

еЛ ” Юос, <1 ,/=1 ,и} и гомеоморфизм

/(х>= |^х , ,Х г ,..,х „ _ , j  1 - р > 0 .

Имеем

/ ( / ' ( х ) Н .  J{x, f )=K,  ( х . / К ” . К.  (х ,/> =
-Эя

А (0 =

/
1п/

2"(i-*v(i+i)

in2
О п р и /Я .

-приО<Г<|, 

п р и ^ а ^ ,

Изолированная особенность является устранимой 
в классе квазиконформных отображений и в классе

_  | /  (^)| _  Х„' „-(л-1)В I ..-В . _f. .. 1

Выберем р так, чтобы (x,f}J{x,f)cbxo,
D

Ja: / '  ( х , / ) Л < о о ,а  \ \ f ' { x ) \ ” dx=x.
D  D

Итак,

.=00
D 0

' ( Л - 1 )
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