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К ТЕОРЕМЕ НАПРАВЛЕННОСТИ
Установлены точные условия, при которых в модели нестандартного анализа Робинсона>3акона выполнен принцип на­
правленности для всех направленных отношений, определенных на данном множестве, а также выяснены условия выпол­
нения принципа направленности для всех направленных отношений в данной суперструктуре.

1. Фильтры и направленные отношения
В этой статье мы придерживаемся теоретико-мно­

жественной модели Робинсона-Закона [1]. Несмотря 
на разработку различных версий нестандартного ана­
лиза [2, 3], эта модель остается удобным орудием ис­
следования в различных областях математики [4].

В модели Робинсона-Закона принцип направлен­
ности играет существенную роль, аналогичную роли 
аксиомы идеализации в теории внутренних множеств 
Нельсона [5]. Нашей целью является формулировка и 
доказательство необходимых и достаточных условий 
выполнения принципа направленности (в слабой фор­
ме) в модели Робинсона-Закона дня всех направлен­
ных отношений, определенных на заданном множест­
ве, а также необходимых и достаточных условий вы­
полнения принципа направленности для всех направ­
ленных отношений в данной суперструктуре. Подроб­
ное обсуждение принципа направленности, как и дру­
гих принципов нестандартного анализа содержится в 
[2]. Мы лишь бегло перечислим используемые нами 
обозначения, относящиеся к рассматриваемой модели.

Пусть S  есть бесконечное множество. Положим:
Ко (S )= 5 ,...,K ,„  (S)=K„ (5)U P(K „ (S )),

K(5) = U>"»(5)-
n = \

Будем называть K,/S) гш  этажем суперструктуры K(S).
Пусть F  есть свободный ультрафильтр (будем на­

зывать его базисным фильтром). Для каждого л нату­
рального через *К„(5) обозначим ультрастепень мно­
жества VĴ X) по F. Наконец, обозначим:

*К (5) = 0 * К „(5 ).

Множество * назовем л-м этажш универсума * У(5).
Пусть Ае y(s), г{х, у) есть ̂ ^-направленное бинарное от­

ношение на Тогда г следующим образом порождает 
фильтр на А. Для каждого хе.А определим множество 
А^={у€А I г(х, у)}. Нетрудно видеть, что это семейство цен- 
трированно, и, следовательно, порождает некоторый 
фильтр над А. Обозначим этот фильтр через Fy. Фильтр F  
над множеством Т  называется а-ретулярным, если сущест­
вует такое подмножество EaF, что каждое te Т принадле­
жит лишь конечному числу множеств е€£, и мощность Е 
равна а  [6].

Теорема 1.1. Пусть А -  множество мощности а . 
Тогда на АкА существует .4-направленное отношение 
Го, такое что порожденный этим отношением фильтр 
а-регулярен.

Доказательство. Обозначим через В множество всех 
конечных подмножеств множества А. Пусть теВ. Поло­
жим: B-r[t 1TCZ/}. Множество £={В, IтеВ} центрировано, 
поэтому оно порождает некоторый фильтр Sa,{B). С другой

стороны, для каждого беВ  имеем беВ, если, и только если 
T C 0 . Следовательно, беВ , лишь для конечного числа мно­
жеств В,. Наконец, мощность Е равна о, поэтому фильтр 
Вш(В) а-регуляреи

Зададим на А бинарное отношение го.
Множество В равномощно А. Рассмотрим биекцию 

ф:В-+у4. Д лях,уе/4  положим;
'•о(̂ с. у)=1<»Ф(а̂)с:ф(у).

Нетрудно видеть, что отношение го центрировано. 
Фильтр 7 ^ , индуцированный этим отношением, являет­

ся образом фильтра SJfi), следовательно, а-регулярен.
Введем в классе фильтров отношение порядка по 

Рудину-Кейслеру. Пусть фильтры В  и Ф заданы на А и 
В соответственно. Говорят, что F  тоньше Ф, ВчФ, ес­
ли существует такое отображение ' ¥ А ^ В ,  что для 
каждого £ б Ф  имеем 'Р " '(£ )е£ .

Определение 1.1. Пусть А, B e К(5), г есть бинарное 
В-направленное отношение на А у̂ В. Будем говорить, 
что принцип направленности выполнен для отноше- 
ш я  г, если существует такое уо&*В, что для всех хеА  
имеем: *гС'х,уо)=1-

Замечание. Каждому отношению г, определенно­
му на Ау-В, сопоставим отношение р, определенное на 
СхС, где C=A\JB. Положим

,у )  ( x 6 /4 ,y e B ) ,
(х е A v  у  t  В).

Легко видеть, что В-направленности отношения г эк­
вивалентна С-направленность отношения р. В то же вре­
мя, принцип направленности выполнен для р тогда и 
только тогда, когда он выполнен для г. В дальнейшем мы 
рассматриваем только направленные отношения, задан­
ные на декартовом квадрате, ^^-направленное отношение, 
заданное тАхА,  будем называть просто направленным.

Теорема 1.2. Пусть F  есть свободный ультрафильтр 
над множеством Г,*К(5) есть ограниченная ультрастепень 
суперструктуры V(S) по ультрафильтру F, г есть направ­
ленное бинарное отношение на множестве АхА. Тогда для 
выполнения принципа направленности для г необходимо 
и достаточно, чтобы РУЕ,.

Доказательство.
а) Достаточность. Пусть F>-Fr. Это означает, что 

существует сюрьекция ф:Г->у4 такая, что
V BeFR((p-l(B)6F). (1)

Обозначим класс эквивалентности по фильтру F, 
содержащий ф, через ф . По определению нтутренне-

го универсума *V(S), имеем ф € * Г (5 ) . Погажем, что 

для всех хеА  имеет место *г(х*, ф) = 1.
Действительно,

♦ г(х*,ф) = 1 о  {г 6 ГI г(х ,ф (0) = 1}е F . (2) 

По определению y4jc г{х, ф(г))=1<»ф(0бЛ- Поэтому
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* г(*х ,ф )= 1о{  } e F o

О ф - '(Л )б ^ = ’. (3)
Так как по построению Fy, то, в силу (1)

(p~\A,eF). Поэтому из (2) и (3) следует: *г(х*, ф) = 1.
б) Необходимость. Пусть принцип направленности 

для г имеет место, т.е. существует уо€*у< такое, что 
Уо)=1 для всех хеА.  Выберем в классе эквива­

лентности уо некоторую функцию ф:7’->у4.
Пусть хеА. Имеем: {(е г |  г(х, ф(/))=1} eF .
Далее:

ф-'(Л)={^е Т \ф (0еЛ }={^€ Т\г{х, ф(0)=1} eF .
Итак, для всех х&А имеем ф *(^)eF . Т.к. фильтр Fy 

порожден семейством {aJ x€A}, то и для каждого AeFy 
имеем: (fT\A)eF, а это и означает, что FyFy

2. Выполнение
принципа направленности для отношений, 

определенных на данном множестве

Теорема 2.1. Пусть AeV(S), card(/4)=a. Тогда для 
того чтобы для каждого направленного отношения, 
определенного на А, выполнялся принцип направлен­
ности, необходимо и достаточно, чтобы основной 
ультрафильтр F  был а-регулярен.

Доказательство.
а) Необходимость. Пусть принцип направленности 

выполняется для всех направленных отношений, опре­
деленных на АхА.

Пусть 0 есть множество всех конечных подмно­
жеств множества .4. Так как мощность 0 равна мощ­
ности А, то существует биекция ф:.4->0.

Зададим на АхА бинарное отношение го(х, у)= 
=(ф(дг)с:ф(>')). Это отношение -  направленное.

i
В самом деле, пустьхь...,х*б/4. Множество Д = У ф(х,)

;=1

есть конечное подмножество множества А, следова­
тельно, В е0. Положим у|=ф"'(5). Теперь ro(x,j'i)=l 
для всех i, 1<т.

По теореме 1.1 существует такое бинарное отноше­
ние Го, определенное на АхА, что фильтр F,̂  а-регуля­

рен. В силу теоремы 1.2 принцип направленности для го 
выполнен тогда и только тогда, когда F>~ F ^. Посколь­

ку F,^ a -регулярен, то и F a -регулярен.

б) Достаточность Пусть F  а-регулярен, г -  направ­
ленное отношение, заданное на А, carddA=a. Покажем, 
что принцип направленности д ля г вьтолнен.

Так как фильтр F  а-регулярен, то найдется такое 
£c=F, card£=a, и каждое / из Е принадлежит лишь ко­
нечному числу множеств из Е. Множества Е н А  рав­
номощны, поэтому существует биекция < :̂Е-*А. Зада­
дим на индексном множестве I  функцию уо следую­
щим образом. Пусть ie l. По построению Е существует 
лишь конечное множество таких е\, ..., е* из Е, кото­
рые содержат /. Обозначим: х^=ф(е^), 1<у<£

В силу направленности г, существует непустое мно­
жество Ai, такое что т  у eAi следует: г(х/, у)=1 для 1^ ’̂  
Таким образом, имеется множество непустых мно­

жеств {A,},fi. По аксиоме выбора, выберем в каждом 
из этих множеств Ai элементу,.

Положим: уо(0^1- Обозначим через у^ тот класс эк­
вивалентности по фильтру F, который содержит Уо-

Пусть хо£^. Имеем:
Ш*Хо, Уо)=1)о

о { / е / 1  R{*Xo{.I), Уо(/))=1} eF . (4)
С другой стороны,

{/е/|г(*хо(/),уо(0)=1}=
= { /€ /1 Л(ЛЬ, Yi)=\}зф-'(^Го). (5)

Но ф~'(^^о)б£. значит, ф \xo)eF. Поэтому, в силу 
(4), (5), *г(*х„ , Уо Н .  что и требовалось.

3. Достаточное условие 
регулярности фильтра

Теорема 3.1. Пусть {а,|гб7}  есть множество кар­
диналов, такое что:

1) в этом множестве нет наибольшего кардинала;
2) cardFca, где a = su p a , ;

/сГ
3) фильтр F  при всех te Т а,-регулярен.
Тогда фильтр F  а-регулярен.
Доказательство. В условиях теоремы найдется та­

кое т е  Г, что cardr<o,. Так как F  сц-регулярен, то он и 
cardT-регулярен. Обозначим множество, на котором 
задан фильтр F, через I.

Существует такое множество HcF, H{h, I / е  7}, что 
каждое / е /  принадлежит лишь конечному числу мно­
жеств из Н.

Точно так же, для каждого /е Г  существует такое 
множество EfzF, что cardF,=a, и каждое / е /  принад­
лежит лишь конечному числу множеств из £,. Рассмо­
трим множество £={епА I Э/е Д ее£ ,, h=h,)}.

Имеем: card£=a и £ c F ,  поскольку каждое множе­
ство из £  есть пересечение двух множеств из F.

Пусть iel. По огределению Н  существует конечное чис­
ло множеств А,| , которым гфинадпежиг/.

В свою очередь, при каждом tj в Е,  ̂ существует лишь ко­

нечное число множеств Су , , содержащих/. По­

этому i принадлежит лишь множествам где

1 ^ ^  и при каждом j  выполнено неравенство
Итак, / принадлежит конечному числу множеств из 

£, следовательно, фильтр F  а-регулярен.

4. Условие выполнимости 
принципа направленности

Теорема 4.1. Пусть * есть ограниченная ультрасте­
пень суперструкгуры S  по ультрафильтру F  и cardP(>S)=a 
Тогда принцип направленности выполнен в *Р(5) для всех 
направленных отношений из V(S), если и только если ульт­
рафильтр F a -регулярен.

Доказательство, а) Необходимость. Пусть принцип на­
правленности вьшолнен для каждого направленного отно­
шения из К(5). Обозначим o„=cardF’/£ ) ,  где У,Ц5)есп,п-й 
этаж суперструкгуры Н[5), a=supa„. По теореме 1.1 суще-

ствует такое направленное отношение г„ на K„(S), что ин-
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дуцированный им фильтр является а„-регулярным.

Так как принцип направленности вьтолнен для каждого 
направленного отношения на VJiS), то, по теореме 1.2 
F > F ^ F  о„-регулярен для всех леМ  a= c a rd K ^ ^

=supa„ и по теореме 3.1 ^является а-регулярным.
n̂ N

б) Достаточность. Пусть ультрафильтр F  а-регу- 
лярен, А е  K(S), г -  бинарное направленное отноше­
ние па АхА.  Из а-регулярности F  следует, что F  яв­
ляется и cardie-регулярным. По теореме 2.1 заключа­
ем, что для отношения г выполнен принцип направ­
ленности.
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