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Доказана сепарабельность первых групп когомологий над смешанными сепарабельными абелевыми группами.

Идейным источником предлагаемой работы явля­
ется цикл работ И.Х. Беккера [1 ,2 ], где получены ус­
ловия равенства нулю первых групп когомологий над 
широкими классами абелевых групп. Предложенный 
И.Х. Беккером подход к изучению групп когомологий 
Я ‘(Ф,С), где 0<AutG, основывается на использовании 
взаимосвязей между свойствами абелевых групп и 
свойствами их групп автоморфизмов. Этот подход по­
зволяет применить теорию абелевых групп к исследо­
ванию групп когомологий.

Так как группы когомологий (гомологий) являются 
абелевыми группами, то их изучение средствами тео­
рии абелевых групп представляется естественным и ин­
тересным направлением в теории групп когомологий 
малых размерностей. По словам Л. Фукса, теория кого­
мологий групп является областью математики, в кото­
рой широкое применение теории абелевых групп может 
быть очень плодотворным. Однако, как абелевы группы, 
группы когомологий фактически не изучались, и рабо­
ты, относящиеся к данной тематике, неизвестны.

. Под П-модулем (Ф-модулем) подразумевается мо­
дуль над целочисленным групповым кольцом 2(П) (ДФ)), 
где П (Ф) -  некоторая мультттликативная группа.

Первая группа когомологий группы П над П-мо­
дулем G определяется как фактор-группа 

H\n,G)=Z'{n,G)/B\n,G),
где Z\U,G) -  группа всех скрещенньк гомоморфизмов 
из П в G, т.е. всех отображений из П в G, для которых 
справедливо/д5')=Х х)+;^), х, уеП ; Z^(П,G) -  подгруп­
па всех главных скрещенных гомоморфизмов, т.е. скре­
щенных гомоморфизмов j{xy)=a-xa, где а -  фиксиро­
ванный элемент группы G.

Автоморфизм ф группы G называется регулярным, 
если фg^*g для любого элемента Q^geG (т.е. ф оставляет 
неподвижным лишь нулевой элемент группы G). Авто­
морфизм ф регулярен тогда и только тогда, когда е-ф -  
мономорфизм. Регулярные автоморфизмы играют осо­
бую роль при изучении абелевых групп и их групп ав­
томорфизмов.

Наиболее простым для описания первой группы 
когомологий является случай, когда группа автомор­
физмов Ф, первый аргумент рассматриваемой группы 
Я ‘(Ф,G), -  циклическая. Лемма 1 дает описание груп­
пы когомологий Я*((ф),С) циклической группы 
(ф)cAutG и является частным случаем теоремы 1 [3, 
с. 161] и результата §6 [3, с. 243], но построенный в 
доказательстве этой леммы изоморфизм используется 
далее в теореме 2.

Лемма 1. Пусть G -  абелева группа, (ф)сАЩ& Тогда
1) ^^((ф),G)=GЛm(e-ф), если о(ф)=оо;
2) Я ’((ф),С^а(е+((Н-.. .+ф""'у1т(8-чр), если о((р)=пеМ.
Доказательство. Поскольку группа (ф) цикличе­

ская, то всякий скрещенный гомоморфизм /(ф )-» G  
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определяется заданием элемента уф. Рассмотрим ото­
бражение ^l:Z’((ф),G)-)•G, ц/=/ф=я, feZ\(<f>),G), geG. 
Ясно, что р -  инъекция.

Покажем, что при условии о(ф)=оо справедливо 
Imp=G, т.е. любому ненулевому элементу g e G  соот­
ветствует скрещенный гомоморфизм /eZ '((ф ),G ) та­
кой, что \ij=g. Действительно, для любого 0*geG, по­
ложив Уф=g, на основании определения скрещенного 
гомоморфизма вычислим уф* для любого keZ  по фор­
мулам f(f^= -(f'g , УФ*=(е+Ф+...+Ф*'')/^ для А>1 и 
Уф*=(8+ф''+...+ф*^')/^ для А<-1. Остается проверить, 
что никакой регулярный автоморфизм из группы (ф> 
не отображается получающимся скрещенным гомо­
морфизмом / (ф ) -> 0  в нуль (в этом случае возникло 
бы противоречиеуЧ)). Предположим, чтоуф*=0, где ф* -  
регулярный автоморфизм, keN  (если к -  отрицате­
льное число, то автоморфизм ф * также регулярен и 
УФ'*=0). Имеем 0=уф*=(8+ф+ +...+ф**')g. Отсюда 0=(е- 
-<Р)/ф*=(е-ф*)я- Здесь отображение (8-чр*) -  мономор­
физм. Значит, g=0. Следовательно, никакой регуляр­
ный автоморфизм из (ф) не отображается получаю­
щимся скрещенным гомоморфизмом /  в нуль. Таким 
образом, ц -  сюръекция при о(ф)=оо. Если же о(ф)=я, 
то 1тц=Кег(8+(р+ ... +Ф""'). Так как 0 ^"(е+ ф +  ... -Hji”'')g, 
где g = p / для любого/eZ '((ф ),G ).

Поскольку
M(/■l+/2)=(/i+/2)ф=/lф+/2ф=Ц/l+^/2,/ь/2eZ'((ф), G), 

то р -  групповой изоморфизм между Z'((ф),G) и G, 
если о(ф)=оо; Кег(8+ф+...+ф”*‘), если о(ф)=л. При этом 
ц индуцирует изоморфизм подгрупп i5'((ф),G) и (8-ф)G 
групп Z'«ф>,G) и G, если о(ф)=оо, Z'«ф>,G) и 
Кег(е+ф+.. .+ф""'), если о(ф)=п Следовательно, Я^«ф>,G)s 
=С/1т(8-ф) при о(ф)=<», Я'((ф),С)=Кег(8+ф+...+ф"'')/ 
/1т(8-ф) при о(ф)=иеЯ.

Теорема 1. Пусть G -  абелева группа, Л<-1, а  -  ре­
гулярный автоморфизм из С(Ф) -  центра группы Ф. 
Тогда Я '(Ф ,С)=(С/(8-а)С)*.

Доказательство. Так как (а )  -  нормальная под­
группа группы Ф, то имеем точную последователь­
ность [3, с. 449];

0-уЯ'(Ф/(а),С<'’>)-»Я'(Ф,С)->Я'(Ф/<а),С<‘’>)->
^ Я ‘(Ф,С)-^Я'((а>,С)*->Я\Ф/<а>,С<‘'>)->Я^(Ф,С).
Отсюда, так как G °̂^=0 в силу регулярности автомор­

физма а, получаем, что Я^(Ф,G)=Я’((o),G)''’. Лемма 1 опи­
сывает Я ‘((а),С) как абелеву группу. В данном случае 
H\{a),G)^l(e-a)G  при любом порядке автоморфизма а  
в силу его регулярности. Действительно, если о(а)=л<оо, 
то 0=8-c"=(e-oXe+cf+ ...+сЛ ‘). Отсюда 8+а+...+о^'=0, 
так как е -а  -  мономорфизм, и Ker(e+<j+.. . 4 V ‘)=4j . Пока­
жем, что указанный в лемме 1 изоморфизм является Ф-мо- 
дульным. Во-первых, фактор-группа G/(8-c)G является



Ф-модулем. Так как аеС (Ф ), то (e-a)G  -  вполне харак­
теристическая подгруппа группы G и Ф-модульная стру- 
inypa на GI{e-a)G индуцируется как на фактор-группе по 
вполне х^зактфистической подгруппе. Во-втсфых, изомф- 
физм ц из леммы 1 -  изоморфизм Ф-модулей, т.е. для лю­
бого феФ  имеем |д(ф/)=фр/‘ Действительно, пусть ф

G). g, gieG. При этом gi=(<P/)a= 
=чрХф'‘стф)=ф/а=ф5; так как аеО(Ф ). Тогда vWirvfi=g\ 
и Ф Ц ^я=Я 1. Итак, Z '((a),G )^G  как Ф-модули. Причем 
Ф-подмодуль B ‘«a>,G) при изоморфизме ц переходит в 
Ф-подмодуль (e-a)G . Отсюда H ‘((o),G)=G/(e- ct)G как 
Ф-модули. Следовательно, / / ’«a),G)*=(G/(e-a)G)®. Тео­
рема доказана

Теорема 1 описывает первую группу когомологий 
Я '(Ф ,G) над группой G, обладающей регулярным ав­
томорфизмом аеС (Ф ), как подгруппу неподвижных 
относительно индуцированного действия группы Ф 
элементов некоторой фактор-группы группы G. Такое 
описание позволяет определенные свойства группы G 
перенести на группу Я '(Ф ,G ), проследив, сохраняются 
ли они (а если нет, то в какие свойства трансформи­
руются) для соответствующей фактор-группы, а затем 
для подгруппы неподвижных элементов этой фактор­
группы. Далее будет показано, что свойство сепара­
бельности переносится на первую группу когомоло­
гий Я ‘(Ф, G), если G -  сепарабельная абелева группа.

В теореме 2 предполагается, что о  -  регулярный ав­
томорфизм из С(Ф), индуцирующий регулярный авто­
морфизм на всяком прямом слагаемом группы G.

Теорема 2. Пусть G -  смещанная сепарабельная 
абелева группа, a€Ф <A utG . Тогда Я '(Ф , G) -  сепара­
бельная периодическая группа.

Доказательство. Воспользуемся результатом тефемы 1. 
Имеем Я'(Ф,GM<J/(e-a)G)®. Так как G -  смешанная сепа­
рабельная абелева группа, (e-<j)G -  ее вполне хфактери- 
стическая подгруппа, то согласно [4] G/(e-o)G -  сепарабе­
льная группа. Кроме того, G/(e-c)G -  периодическая груп­
па. Действительно, пусть g+(e-o)G -  произвольный нену­

левой элемент гт^ппы G/(e-o)G. Вложим элемент g  во впо-
I»

лне разложимое гфямое слагаемое 0 G ,  группы G, g=
/=1

/=1,н. Так как g«Im(8-a), то существует 
множество индексов [1, /и], где такое, что g,«£lm(e-o), 
/=1,т. Ясно, что соответствующие фямые слагаемые
ранга 1 G\..... G * -  группы без кручения, так как на любом
фямом слагаемом типа 2(р*), keN, р  -  гдххлое число, эн­
доморфизм е-о  индуцирует автомффизм. Обозначим 
(е-сг)|д  = е - о , , Так как эндоморфизм е-О/груп­

пы Gi, i=\,m определяется некоторым рациональным 
числом, то найдется число li&N-nxot, что lgke-<ji)Gi. Тогда 
/g€lm(e-o), где ^=HOK(/j, ..., /„). Это означает, что каж­
дый смежный класс gi{e-a)G имеет конечный порядок, 
т.е. группа GI(e-a)G периодическая.

Таким образом, группа Я '(Ф , G) сепарабельная пе­
риодическая, так как она изоморфна подгруппе непод­
вижных относительно Ф элементов сепарабельной пе­
риодической группы G/(e- ct)G.

Следствие. Если G -  вполне разложимая группа, 
a e Ф ^ u tG ,  то Я '(Ф , G) -  прямая сумма конечных 
циклических групп.

Доказательство. Пусть G = 0 G , , где G/ -  группа
№7

ранга 1, /е / .  Тогда
( E - a ) G = ^ ( E - a J G , ,

где а ,= а |д ^  , i el / .  Отсюда [5, с. 57]:

'G / ( e-<j )G = ^ G , / ф ( е - о ,  )G ,,
ге/ / IS/

где G^{e-a,)GrO, если G ,^(p*); р  -  простое число; 
keN  и Gi/(s-<Ji)G, -  прямая сумма конечных цикличе­
ских групп, если G, -  группа без кручения ранга 1. 
Итак, GI(e-a)G -  прямая сумма конечных цикличе­
ских групп. Следовательно, и H \0 ,G ) -  прямая сумма 
конечных циклических групп.
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