
8

УДК 517.54
Л.М. Бер

УСИЛЕНИЕ ТЕОРЕМ ИСКАЖЕНИЯ
Получены оценки, обобщающие теоремы Г.М. Голузина об искажении хорд, для однолистных функций с симметрией вра-
щения.

1. ОБЛАСТИ С РАЗРЕЗАМИ

Пусть D, 0 ∈ D, – односвязная область. Пусть S(n),
n ∈ N, – класс голоморфных однолистных в единич-
ном круге Е = {z : |z| < 1} функций f(z), нормирован-
ных условиями f(0) = 0, f ′(0) = 1 и отображающих
этот круг на область D0, полученную из D исключе-
нием n (n ∈ N) простых непересекающихся жордано-
вых дуг.

Пусть S ′(n) – подкласс класса S(n) тех функций,
которые отображают единичный круг на плоскость с
разрезом по простой жордановой дуге, идущей в бес-
конечность. Согласно [1], любую функцию класса
S(n) можно представить в виде предела последова-
тельности функций подкласса S ′(n), в котором каждая
функция ( )f z�  представима в Е в виде

( ) lim ( , )f z e f zτ

τ→∞
= τ� , (1)

где f (z, τ) как функция от z голоморфна и однолистна
в круге Е, ⏐f(z, τ)⏐ < 1 в Е и f (0, τ) = 0, f z′(0, τ) = 1,
а как функция от τ (0 ≤ τ < ∞) является решением
дифференциального уравнения Левнера
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удовлетворяющим начальному условию

f(z, 0) = z.

Здесь μk(τ) – управляющие функции, кусочно-
непрерывные и по модулю равные единице в проме-
жутке 0 ≤ τ < ∞.

Пусть f(z) ∈ S ′(n) и f(z, τ) – функция, соответст-
вующая f(z). Для любых точек zv, v = 1, …, n, n ≥ 1,
положим для краткости fv = f(zv, τ).

Непосредственным вычислением получаем сле-
дующие равенства при n ≥ 1:
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Интегрируя равенства (2), (3) и (4) по τ от 0 до ∞ и
учитывая (1) и начальное условие f(z, 0) = z, получаем
соответственно следующие формулы:
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2. ОБЛАСТИ С СИММЕТРИЕЙ ВРАЩЕНИЯ

Пусть Sр , p ∈ N, – класс голоморфных однолист-
ных в единичном круге Е = {z : |z| < 1} функций fр(z),
нормированных условиями fр(0) = 0, (0) 1pf ′ =  и ото-
бражающих этот круг на области с р-кратной симмет-
рией вращения относительно нуля.

Обозначим через ∑0р, р ∈ N, множество всех
функций Fр(ξ) класса ∑0,  отображающих  область
Ω = {ξ : 1 < |ξ| < ∞}  на область с р-кратной симметри-
ей вращения относительно нуля и не принимающих в
Ω нулевого значения.

Поскольку между классами Sр и ∑0р формулы
Fр(ξ) = 1/fр(1/ξ) ∈ ∑0р,  если  fр(z) ∈ Sр, (8)
fр(z) = 1/Fр(1/z) ∈ Sр,  если  Fр(ξ) ∈ ∑0р,
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устанавливают взаимно однозначное соответствие, то
многие оценки на классе ∑0р легко сводятся к оценкам
на Sр и, более того, к оценкам на подклассе класса Sр,
представимом через интегралы уравнения Левнера.

Пусть ( )p pf z S ′∈   и  fр(z, τ) – функция, соответст-
вующая fр(z).

Используя уравнение Левнера для функций класса
Sр и повторив рассуждения §1 для функции fр(z), по-
лучим равенства, аналогичные (5) – (7):
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Положим для k = 1, p,   zv ∈ E,  zv′ ∈ E
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где Uv, Vv – вещественные функции.
В этих обозначениях (9) – (11) принимают вид
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При этом под логарифмом понимается та одно-
значная в рассматриваемой области ветвь многознач-
ной функции, которая обращается в нуль при zv → 0,
zv′ → 0.

3. ТЕОРЕМЫ ИСКАЖЕНИЯ
ДЛЯ ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ
С СИММЕТРИЕЙ ВРАЩЕНИЯ

Теорема 1. Для функции Fр(ξ) ∈ ∑0р, р ≥ 2, при
любых вещественных положительных α v,v′,

v, v′ = 1, 2, …, n, n ≥ 1, таких, что ,
, 1

n
a X X′ ′ν ν ν ν
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дет положительной квадратичной формой, и при лю-
бых ξv, v, v′ = 1, …, n, из Ω = {ξ : 1 < |ξ| < ∞} справед-
ливо неравенство
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Доказательство. Пусть Fр(ξ) ∈ ∑0р. Тогда, со-
гласно (8), fр(z) = 1/Fр(1/z) ∈ Sр и соответствующие ей
функции Ф1(ξv, ξv′) и ϕ(ξv, ξv′) можно представить в
виде
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Отделяя в (12) и (13) вещественные части, полу-
чим
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Отсюда сложением и вычитанием левых и правых

частей полученных равенств приходим к следующим
формулам:
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Умножим полученные после почленного сложения
и почленного вычитания равенства на вещественные
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числа αvv′ , просуммируем и получим
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Тогда, принимая во внимание, что для положи-
тельных вещественных чисел αv,v′, удовлетворяющих
условиям теоремы, имеем
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и обозначения Ф1(ξv, ξv′), ϕ(ξv, ξv′), получаем неравен-
ство (14). Теорема доказана.

Теорема 2. Для функций Fр(ξ) ∈ ∑0р , p∈N, при
любых вещественных α v,v′, v, v′ = 1, 2, …, n, n ≥ 1, та-
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ратичной формой, и при любых ξv, v = 1, …, n из об-
ласти Ω = {ξ : 1 < |ξ| < ∞} имеем оценки
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Повторив рассуждения теоремы  1, заменяя
Ф1(ξv, ξv′) на Фр(ξv, ξv′), получим равенства, аналогич-
ные (15), (16):
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Тогда, если ,
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′ν ν =
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квадратичная форма, то, учитывая обозначения
Фр(ξv, ξv′) и ϕ(ξv, ξv′), получаем утверждение теоремы.
Теорема доказана.

Следствие 1. Положив в (17) р = 1, получаем
оценку Г.М. Голузина для функции F(ξ) класса ∑
[2. С. 119].

Следствие 2. Положив в (17) р = 1, n = 1, α11 = 1,
имеем оценку для функции F(ξ) ∈ ∑

2
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ξ

.

Следствие 3. Для функции F(ξ) ∈ ∑, положив в
(17) р = 1, n = 2, α11 = α22 = α12 = α21 = 1 и α11 = α22 = 1,
а12 = а21 = –1, получаем
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и, соответственно,
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Разделив почленно (18) на (19), приходим к оценке
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Эта оценка впервые получена И.Е. Базилевичем
[3].

Теорема 3. При любых γv, v = 1, …, n, n ≥ 1, и лю-
бых ξv, v = 1, …, n из области Ω = {ξ : 1 < |ξ| < ∞} для
Fр(ξ) ∈ ∑0р , p∈N, имеем оценку
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Доказательство. Достаточно доказать это нера-
венство для функций Fр(ξ) = 1/ fр(1/ξ)  c ( )p pf z S ′∈ . В
этом случае, используя (11), имеем
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Применим формулу (12) к последнему интегралу.
Получим утверждение теоремы. Теорема доказана.

Аналогично доказывается более общая
Теорема 4. При любых комплексных γv,

v = 1, …, n, n ≥ 1, и ′ν′γ , v′ = 1, …, n′, n′ ≥ 1, и любых
ξv, v = 1, …, n, и ′ν′ξ , v′ = 1, …, n′, из области
Ω = {ξ : 1 < |ξ| < ∞} для Fр(ξ) ∈ ∑0р , p∈N, имеем

1 1

( ) ( )
ln

p pn n

pp
F F′

′ν ν
′ν ν

′ν= ν = ν ′ν

′ξ − ξ′γ γ ≤
′ξ − ξ

∑ ∑ (20)

, 1 , 1

1 1ln 1 ln 1 .
n n

p pp p

′

′ ′ν νν ν
′ ′ν ν = ν ν =′ ′ν νν ν

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′≤ γ γ − γ γ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ξ ξ ξ ξ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

Следствие 4. Для функции F(ξ) ∈ ∑0 (положив в
(20) р = 1) справедлива оценка

1 1

, 1 , 1

( ) ( )
ln

1 1ln 1 ln 1 .

n n

n n

F F′
′ν ν

′ν ν
′′ ν νν= ν =

′

′ ′ν νν ν
′ ′ν ν = ν ν =′ ′ν νν ν

′ξ − ξ′γ γ ≤
′ξ − ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′ ′≤ γ γ − γ γ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ξ ξ ξ ξ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

Эта оценка получена Н.А. Лебедевым [4] и, как
легко видеть, справедлива и на классе ∑1.

Следствие 5. Если F(ξ) ∈ ∑, то

1 2
2

1 2

( ) ( ) 1ln ln 1F F ⎛ ⎞ξ − ξ
≤ − −⎜ ⎟

ξ − ξ ρ⎝ ⎠
,

где ⏐ξ1⏐ = ⏐ξ2⏐ = ρ > 1.
Оценка впервые получена Г.М. Голузиным [5].

Оценка точная, и знак равенства в ней имеет место
для функций F(ξ) = ξ + еiα/ξ + const ∈ ∑ при соответ-
ствующем выборе постоянной α, 0 ≤ α < 2π.
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