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С.П. Гулько

СВОБОДНЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ГРУППЫ И ПРОСТРАНСТВА
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ НА ОРДИНАЛАХ

В работе дана полная классификация пространств непрерывных функций в топологии поточечной сходимости и свободных
топологических групп на компактных отрезках ординалов.

Обозначения и соглашения. Все топологические
пространства предполагаются вполне регулярными, а
отображения – непрерывными. Кардиналы отождест-
вляются с начальными ординалами  данной мощно-
сти, однако операции произведения на ω и степени
вида αω всегда будут пониматься как результат по-
рядковых операций, а не кардинальнозначных (об
арифметике ординалов см. [6]).  Множества  ордина-
лов мы будем всегда считать наделенными обычной
порядковой топологией, базу которой образуют
обычные интервалы. Как обычно, ω – первый беско-
нечный и ω1 – первый несчетный ординалы.

Введем следующие эквивалентности между топо-
логическими пространствами:

● X=Y, если пространства X и Y гомеоморфны.

● X ~
M

Y, если свободные топологические группы
F(X)  и F(Y) (в смысле Маркова) являются топологи-
чески изоморфными; в этом случае пространства X и
Y называются М-эквивалентными.

●  X ~
l

Y, если пространства всех непрерывных
функций Cp(Х) и Cp(Y), наделенные топологией пото-
чечной сходимости, линейно гомеоморфны; про-
странства X и Y называются l-эквивалентными.

●  X ~
n

Y, если банаховы пространства C(Х) и C(Y)
линейно гомеоморфны  (мы подразумеваем, что X и Y
являются компактами); в этом случае пространства X
и Y называются n-эквивалентными.

Компакт Х называется разреженным, если любое
его подпространство имеет изолированные точки. Для
топологического пространства X определим по ин-
дукции обычные производные множества: X′ – мно-
жество всех неизолированных точек в Х, X(0) = Х, если
X(α) уже определено, то полагаем  X(α+1)  =( X(α))′, если
α – предельный ординал, то полагаем X(α) = ∩β<α X(β).
В статье Граева [3] был рассмотрен порядковый тип
τ(X) счетного компакта Х,  он фактически может быть
вычислен по формуле  τ(X) = ( )sup{ ; X αα ≠ ∅}. Лю-
бой счетный компакт является разреженным, поэтому
его порядковый тип определен. Более того, по теоре-
ме Мазуркевича – Серпинского [10], любой счетный
компакт гомеоморфен некоторому начальному отрез-
ку ординалов [1,α].

Символ  будет обозначать конец доказательства.
Предварительные результаты. Архангельский

[1] заметил, что из М-эквивалентности X ~
M

Y  следует
l-эквивалентность. Павловский [8]  доказал, что для
полных по Дьедонне пространств X и Y  из l-эквива-
лентности следует линейный гомеоморфизм про-
странств C(Х) и C(Y), где оба последних пространства
наделены компактно-открытой топологией. В случае,
когда пространства X и Y  являются компактными, это

заключение моментально следует из теоремы о замк-
нутом графике, следовательно, из  l-эквивалентности
следует n-эквивалентность.

Теорема 1 (Граев [3]). Если Х и Y  – счетные бес-

конечные компакты,  то X ~
M

Y тогда и только то-
гда, когда τ(X) ≤τ(Y)<τ(X)⋅ω. 

Бессага и Пелчинский дали полную классифика-
цию банаховых пространств непрерывных функций
на счетных отрезках ординалов.

Теорема 2 (Бессага, Пелчинский [9]). Пусть [1,α]
и [1,β] – счетные бесконечные отрезки ординалов и
α≤β. Тогда [1,α] ~n [1,β] в том и только в том случае,
когда α≤β <αω. 

 Сравнительно нетрудно проверить, что условия
Граева и Бессаги – Пелчинского в этих двух теоремах
на самом деле совпадают (ср. [12, теорема 8.6.6]).
Следовательно, для счетных ординалов α и β  М-экви-
валентность равносильна n-эквивалентности.  Так как
l-эквивалентность занимает промежуточное положе-
ние между этими двумя эквивалентностями, то мы
получаем следствие.

Следствие 3. Пусть Х=[1,α] и У=[1,β] − счетные
компакты. Тогда следующие условия эквивалентны:

1. X ~
M

Y .

2. X ~
l

Y.

3. X ~
n

Y.
4. α≤β <αω. 
Первый шаг по классификации банаховых про-

странств C(Х) на несчетных отрезках ординалов Х
сделал Семадени.

Теорема 4 (Семадени [11]). Все конечные степени
банахова пространства C[1,ω1] попарно линейно не
гомеоморфны между собой. 

Нетрудно видеть, что (C[1,ω1])n  может быть ото-
ждествлено с пространством C[1,ω1⋅n], и если
ω1≤α<ω1⋅ω, то [1,α]  гомеморфно [1,ω1⋅n] для некото-
рого натурального числа n. Таким образом теоремы
Бессаги – Пелчинского и Семадени дали классифика-
цию ординалов относительно n-эквивалентности для
всех ординалов, не превосходящих  ω1⋅ω. В статье [4]
и, независимо, в [5] была дана полная классификация
относительно этой эквивалентности.

Теорема 5 (Гулько, Оськин [4], Кисляков [5]).
Пусть [1,α] и [1,β] –  бесконечные отрезки ординалов,
причем  α ≤ β. Тогда [1,α] ~n [1,β] в том и только в том
случае, когда выполняется одно из трех взаимоис-
ключающих условий:

a) существует не совпадающий ни с каким началь-
ным регулярным кардиналом ординал γ≥0, такой, что

1γ γ+ω ωω ≤ α ≤ β < ω ,
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b) λ⋅σ ≤ α ≤ β < λ⋅σ+, где λ − регулярный кардинал
и σ < λ − произвольный кардинал (включая случай
конечных кардиналов) и σ+ − наименьший из карди-
налов, больших σ,

c) λ2 ≤ α ≤ β < λω, где λ − регулярный кардинал.  
Дадим некоторые комментарии к последней тео-

реме. Числа вида  
γωω имеют большое значение в

арифметике порядковых чисел, и они называются
главными числами умножения [6. С. 263].  Отметим
также, что всякий кардинал λ является эпсилоновым
числом [6], т.е.  для него ωλ = λ. Данные замечания
позволяют сравнить между собой условия а), b) и с) в
последней теореме.

Саму теорему удобно понимать следующим обра-
зом: существует класс ординалов Δ («верстовых стол-
бов»), которые разбивают весь класс порядковых чи-
сел на полуинтервалы [δ,δ+), концы которых принад-

лежат Δ и δ+ = min {α∈Δ; α>δ}, так что  [1,α] ~
n

[1,β]
тогда и только тогда, когда оба ординала α и β попа-
дают в один такой полуинтервал. При такой трактовке
класс Δ состоит из всех ординалов вида 

γωω при γ ≥ 0
и всех ординалов вида λ⋅σ, где λ − регулярный карди-
нал и σ − некоторый  (включая все конечные) карди-
нал, удовлетворяющий неравенству 1 ≤ σ ≤ λ. Заме-
тим, что только вблизи регулярных кардиналов появ-
ляются дополнительные «верстовые столбы».  Случай
счетных ординалов (теорема Бессаги – Пелчинского)
полностью укладывается в случай а) теоремы 5, а
случай из теоремы 4 (Семадени) − в случай b).

Замечание. Все результаты этой статьи были по-
лучены автором в 1990 году и содержались в [13]. В
виде статьи они публикуются впервые.

Основные результаты.  Целью этой статьи явля-
ется доказательство следующей теоремы.

Теорема 6. Пусть [1,α] и [1,β] –  компактные бес-
конечные отрезки ординалов. Тогда следующие усло-
вия эквивалентны:

a) [1,α] ~
M

[1,β] ,

b) [1,α]  ~
l

[1,β],

c) [1,α] ~
n

[1,β],
d) ординалы удовлетворяют одному из трех взаи-

моисключающих условий а), b) и с) теоремы 5.
Доказательство. Эквивалентность условий с) и d)

доказана в теореме 5.  Выше уже отмечалось, что вве-
денные эквивалентности связаны между собой, и, в
силу компактности рассматриваемых пространств, мы
получаем импликации а) ⇒ b) ⇒ c). Таким образом,
остается только показать справедливость импликации
d) ⇒ a). Но это следует из теоремы 7 ниже, которая
имеет самостоятельное значение. 

Символом Χ = ⊕ i∈I Χi  мы будем обозначать дис-
кретную сумму семейства топологических про-
странств, причем в случае Χi ≡ Y мы будем просто пи-
сать ⊕λ Υ, где λ − мощность индексного множества Ι.
Для локально компактного некомпактного простран-
ства Χ  через a(Χ) = Χ ∪{∞} мы будем обозначать его
одноточечную компактификацию.

Теорема 7. Пусть β − бесконечное порядковое
число. Тогда имеет место одно из трех взаимоисклю-
чающих утверждений:

a) если 
1γ γ+ω ωα = ω ≤ β < ω  для некоторого ордина-

ла γ ≥ 0, отличного от всякого регулярного кардинала,

то [1,β] ~
M

a(⊕|α| [1,α));
b) если λ⋅σ ≤ β < λ⋅σ+, где λ − регулярный кардинал

и σ < λ − произвольный кардинал, то

[1,β] ~
M

a(⊕σ [1,λ));
c) если λ2 ≤ β < λω, где λ − регулярный кардинал,

то [1,β] ~
M

a(⊕λ [1,λ)).
Аналог последней теоремы можно сформулиро-

вать также для Cp-случая, но мы предоставляем это
сделать читателю.

Итак, из последних теорем ясно, что нам нужно
только разобраться с изоморфизмами свободных то-
пологических групп. Для сокращения записи усло-
вимся отсюда и всюду ниже писать значок ≅ вме-

сто знака ~
M

.
Напомним некоторые сведения о свободных топо-

логических группах [1,3]. Известны две разновидно-
сти таких групп: FG(X) − в смысле Граева и FM(X) − в
смысле Маркова, причем группа FM(X) топологически
изоморфна группе FG(X⊕{∗}), где ∗ − некоторая точ-
ка, ∗∉Χ. Так как у нас Χ есть бесконечный отрезок
ординалов, то X⊕{∗} гомеоморфно самому Χ. Следо-
вательно, в этом случае FG(X) ≅ FM(X), и мы можем
говорить просто о свободной топологической группе
F(X). Ниже для определенности мы принимаем тер-
минологию Граева, тем более что она несколько
удобнее в наших рассуждениях.

Определение. Пусть Χ − вполне регулярное топо-
логическое пространство и x0 − фиксированная точка
в нем. Свободной топологической группой (в смысле
Граева) пространства Χ с выделенной точкой x0 назы-
вается топологическая группа F(X,x0) со свойствами:

Χ  есть замкнутое подпространство в F(X,x0);
Χ  алгебраически порождает F(X,x0) и x0 является

единицей этой группы.
Любое непрерывное отображение f из Χ в некото-

рую топологическую группу G, переводящее точку x0

в единицу группы G, продолжается до непрерывного
гомоморфизма F(f): F(X,x0) → G.

Граев показал [3], что группа  F(X,x0) существует,
единственна и не зависит от выбора точки x0  с точно-
стью до топологического изоморфизма. Поэтому мы
часто будем писать просто F(X) вместо F(X,x0).  Из
условия 2 следует, что произвольный элемент группы
F(X) может быть записан в виде слова 1

1
n

nx xε ε⋅ ⋅… , где
xi ∈ Χ \{x0} и εi = ±1 при i = 1,…, n. Число n называется
длиной этого слова относительно базиса Χ. Через
Fn(X) обозначим совокупность всех слов длиной ≤ n.
Если u − изоморфизм группы F(X,x0) на группу
F(Y,y0), то мы будем писать u ≤ n, если u(Χ) ⊂
⊂ Fn(Y,y0) и u(Y) ⊂ Fn(X,x0). Разумность такого опре-
деления оправдывает следующая очевидная лемма.
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Лемма 8.  Если u и v − изоморфизмы свободных
топологических групп, то u v u v≤ ⋅D . 

Пусть Κ − замкнутое подпространство в X. Обо-
значим через Χ/Κ пространство, полученное из X стя-
гиванием множества Κ в точку и наделенное силь-
нейшей вполне регулярной топологией, относительно
которой естественная проекция p: X → Χ/Κ непре-
рывны. Если пространство X нормально, то Χ/Κ явля-
ется обычным факторпространством пространства X.
Легко видеть, что из непрерывности композиции
f pD , где f : Χ/Κ → Υ − некоторое отображение в ти-
хоновское пространство Υ, следует непрерывность f.
Очевидна следующая

Лемма 9. Пусть X − компакт и K − его замкнутое
подмножество. Тогда Χ/Κ гомеоморфно одноточеч-
ной компактификации а(Χ\ K). 

Далее мы будем использовать теорему Окунева о
построении М-эквивалентностей [7]. Аналог этой тео-
ремы для случая l-эквивалентности см. в [2].  Для
полноты изложения мы приводим здесь доказательст-
во теоремы Окунева.

Теорема 10 (Окунев). Пусть K − ретракт  Χ  и
пусть y0 =p(K), где p: X → Χ/Κ – естественная проек-
ция. Пусть, далее, X+ =Χ  ⊕ {∗}, где ∗∉Χ. Тогда суще-
ствует топологический изоморфизм

u: F(X+,x0) → F((Χ/Κ)⊕ K,y0) с нормой u ≤ 2.
Доказательство. Пусть r – ретракция Χ на K. Оп-

ределим отображение g: X+ → F((Χ/Κ)⊕ K,y0) форму-
лой

, ,( )
( ) ( ) , .

xy
g x

p x r x x X
=∗⎧= ⎨ ⋅ ∈⎩

D

Так как p(x)∈ Χ/Κ и r(x)∈K, то отображение зада-
но корректно. Оно непрерывно, ибо непрерывны опе-
рации умножения и отображения p и r. Определим
также отображение

1
, ,

( )
( ( )) , / , ( ).

y y K
h y

x r x y X K y p x−
∈⎧= ⎨ ⋅ ∈ =⎩

Отображение h определено корректно, так как при
y≠y0 существует единственное х∈Х,  такое, что y=p(x),
а если y=y0 и y=p(x), то x∈K, значит r(x) = x и h(y0) = ∗.
Непрерывность h  в точках множества K очевидна.
Для оставшегося случая рассмотрим отображение
f: X → F(X+,∗), такое, что f(x) = ∗⋅x⋅(r(x))–1. Очевидно,
что отображение f  непрерывно и f h p= D . Так как
F(X+,∗) есть вполне регулярное пространство, то по-
лучаем, что h непрерывно в точках Χ/Κ. Продолжим g
и h до непрерывных гомоморфизмов F(g) и F(h). Не-
сложные вычисления показывают, что эти гомомор-
физмы являются взаимообратными. Остается только
положить u= F(g). 

Следствие 11.  Пусть пространство Х гомеоморф-
но своей копии, к которой добавлена одна изолиро-
ванная точка. Пусть далее х1 и  х2  − некоторые точки
в Х. Тогда (X,х1) ≅ (X,х2), причем норма изоморфизма
не превосходит 4.

Доказательство. Пусть K={x} − одноточечное
подмножество в Х и y − та же точка x, но рассматри-

ваемая как элемент пространства Χ/К. Тогда пара
((Χ/Κ)⊕ K,y) гомеоморфна паре (Х,х). Возьмем теперь
K1={x1} и K2={x2}. По теореме 10 (Х, x1) ≅ Х⊕{∗},∗) и
(Х, x2) ≅ (Х⊕{∗},∗), причем нормы изоморфизмов не
превосходят 2. Осталось применить лемму 8. 

Замечание. Теорема 10 и следствие 11 являются
аналогами хорошо известного в функциональном ана-
лизе метода разложения линейных топологических
пространств в декартовы произведения (восходящего
к Банаху и Борсуку – см., например, [14]), только пе-
ренесенного на свободные топологические группы.
Роль его фактически та же самая, и наше доказатель-
ство фактически является перефразировкой доказа-
тельства из [4,5] на язык групп.

Следующее утверждение легко доказывается и хо-
рошо известно (см., например, [15]).

Лемма 12. Каждое замкнутое подмножество про-
извольного отрезка ординалов является его ретрак-
том. 

Лемма 13.  Пусть {Xi ;i∈I} и {Yi ;i∈I} − два семей-
ства попарно дизъюнктных локально компактных про-
странств. Тогда если (a(Xi), ∞) ≅ (a(Yi), ∞) с нормой ≤n
для каждого i∈I}, то (a(⊕i∈IXi), ∞) ≅ (a((⊕i∈IYi), ∞)
с нормой ≤n.

Доказательство этой леммы заключается в естест-
венном построении искомого изоморфизма и неслож-
ной проверке всех необходимых условий. Поэтому
мы его опускаем. 

Замечание. Нетрудно понять, что без ограничения
на норму изоморфизмов лемма 13 может быть и не-
верной. Это есть основная причина, по которой мы
вынуждены в каждом последующем утверждении от-
слеживать оценку норм изоморфизмов.

Лемма 14.  Если кардинал λ бесконечен и
(a(X), ∞) ≅ (a(⊕λY), ∞) с нормой  ≤ n, то (a(X), ∞) ≅
≅ (a(⊕σY) с нормой ≤n2 для каждого кардинала σ ≤ λ.

Доказательство. Представим ⊕λY в виде ⊕l∈LYl,
где Yl=Y для каждого l∈L, причем |L|=λ. Представим
индексное множество L в виде произведения L×I, где
|L|=λ и |I|=σ. По условию для каждого i∈I

(a(⊕l∈LY(l,i)), ∞) ≅ (a(X), ∞)
с нормой ≤n. Отсюда и из леммы 13 получаем

(a(⊕λY), ∞) = (a(⊕i∈I⊕l∈LY(l,i)), ∞) ≅ (a(⊕σY), ∞),
причем норма этого изоморфизма также ограничена
числом n. Осталось применить лемму 8. 

Пусть Х есть или отрезок ординалов [1,α], или его
факторпространство [1,α]/K, полученное стягиванием
некоторого замкнутого подмножества K в точку (го-
меоморфное по лемме 9 пространству а([1,α] \ K)).
Любое такое Х в случае его бесконечности гомео-
морфно  Х ⊕{∗}. Значит, в силу следствия 11, у нас
нет нужды  фиксировать какую-либо особую точку в
Х, и мы будем выбирать ее произвольным образом. Из
утверждений 8 – 12 мы заключаем

Лемма 15. Пусть K − замкнутое подмножество в
бесконечном компактном отрезке ординалов [1,α].
Тогда [1,α] ≅ а([1,α] \ K)⊕ K, причем норма этого
изоморфизма ≤ 32. 

 Также из утверждений 13, 11, 8 и 14 вытекают
следующие две леммы.
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Лемма 16. Пусть {Xi ;i∈I} и {Yi ;i∈I} − семейства
попарно дизъюнктных локально компактных про-
странств, каждое из которых гомеоморфно подпро-
странству в некотором отрезке ординалов. Тогда если
а(Хi) ≅ а(Yi) с нормой ≤ n  для каждого i∈In, то
a(⊕i∈I Xi) ≅  a(⊕i∈I Yi) с нормой ≤ 16n. 

Лемма 17.  Если α − бесконечный ординал и
[1,α] ≅ a(⊕λY) с нормой ≤ n , то [1,α] ≅ a(⊕σ[1,α)) с
нормой ≤ 256n2. 

Лемма 18.  Пусть 
γωα = ω , ξ<α, n<ω и η<αn. Тогда

справедлива формула η+αn⋅ ξ= αn⋅ ξ, и имеют место
гомеоморфизмы: [1,αn⋅ξ] = (η,αn⋅ξ], [1,αn⋅ξ) = (η,αn⋅ξ),
[1,αn⋅ξ+η] = [1,αn⋅ξ]⊕[1,η] = [1,αn⋅ξ], [1,αn⋅ξ)⊕[1,η] =
= [1,αn⋅ ξ).

Доказательство. Записанная в условии леммы
формула есть хорошо известные утверждения ариф-
метики ординалов [6]. Из нее легко следуют все ос-
тальные утверждения леммы. 

Лемма 19.  Пусть 
γωα = ω  и β = αn⋅ξ, где 1≤n<ω,

1≤ξ<α. Тогда [1,β] ≅ a(⊕|ξ|[1,αn)) с нормой ≤ 32.
Доказательство. Рассмотрим замкнутое подмно-

жество Κ = {αn⋅ζ; 1≤ζ≤ξ} в [1,β]. Имеем [1,β]\Κ =
= [1,αn)∪∪{(αn⋅ζ , αn⋅(ζ + 1)); 1≤ ζ <ξ }. Легко видеть,
что Κ гомеоморфно [1,ξ] и (αn⋅ζ , αn⋅(ζ + 1)) гомео-
морфно [1, αn). Из леммы 15 получаем [1,β] ≅
≅ а([1,α]\K) ⊕ K с нормой ≤ 32. Но последнее про-
странство гомеоморфно a(⊕|ξ| [1,αn))⊕ [1,ξ]. По лемме
18 [1,αn)⊕ [1,ξ] гомеоморфно [1,αn),  и поэтому отре-
зок [1,ξ] можно присоединить к какому-либо экземп-
ляру отрезка [1,αn) в предыдущем слагаемом. 

Лемма 20. Пусть  
γωα = ω . Тогда [1,αn] ≅

≅ a(⊕|α| [1,αn-1)) с нормой ≤322 при 2≤n<∞.
Доказательство. Возьмем замкнутое подмноже-

ство Κ ={αn-1ζ; 1≤ζ≤α} в [1,α] и так же, как в преды-
дущей лемме, получим [1,αn) ≅ a(⊕|α| [1,αn-1)) ⊕ [1,α].

Если n>2, то с помощью леммы 18 мы опять мо-
жем присоединить отрезок [1,α] к одному из отрезков
в дискретной сумме, и все доказано.

Пусть n=2. Тогда мы имеем
[1,α2] ≅ a(⊕|α| [1,α)) ⊕ [1,α], (1)

и норма изоморфизма не больше 32. Обозначим пра-
вую часть последней формулы через Х, и пусть
L={∞,α} − двухточечное множество в Х, состоящее из
бесконечно удаленной точки в первом слагаемом и из
концевой точки – во втором. Из теоремы 10 и следст-
вия 11 получаем X/L ⊕ L ≅ X ⊕ {∗}. Легко видеть, что
имеют место гомеоморфизмы: X/L = a(⊕|α| [1,α)),
X ⊕ {∗} = X, a(⊕|α| [1,α)) ⊕ L = a(⊕|α| [1,α)).  Следова-
тельно,

a(⊕|α| [1,α)) ⊕ [1,α] ≅ a(⊕|α| [1,α)), (2)
причем норма изоморфизма не больше 32. Из формул
(1), (2) и леммы 8 теперь получаем [1, α2] ≅
≅ a(⊕|α| [1,α)) с нормой ≤ 322. 

Лемма 21.  Пусть  
γωα = ω и αn ≤ β < αn+1. Тогда

[1,β] ≅ a(⊕|α| [1,α)) с нормой ≤ 164n-2.
Доказательство. Мы можем записать β =αn⋅ξ + η,

где ξ<η и η<αn. В силу лемм 18 и 19 получаем

[1,β] ≅ a(⊕|ξ| [1,αn)) (3)
с нормой  ≤32. Очевидно, что a([1,αn)) = [1,αn)⊕{∞} =
= [1,αn].  Отсюда и из лемм 16 и 20 следует

a(⊕|ξ| [1,αn)) ≅ a(⊕|ξ| ⊕|α|[1,αn-1)). (4)
Так как |ξ| ≤ |α|, то из формул (3), (4) и из леммы 8

получаем изоморфизм [1,β] ≅ a(⊕|α| [1,αn-1)) с нормой
≤ 219. Опять, применяя леммы 16 и 20 и 8, заключаем
[1,β] ≅ a(⊕|ξ| [1,αn-2)) с нормой ≤ 233. Повторяя описан-
ную процедуру еще n – 3 раза, мы приходим к нужной
эквивалентности. 

Лемма 22.  Пусть  
γωα = ω  и γ отлично от всякого

регулярного кардинала. Тогда [1,α] ≅ a(⊕|α| [1,α)).
Доказательство.  Случай 1. Пусть γ  есть непре-

дельный ординал. Тогда α = βω, где 
1γ−ωβ = ω . Обо-

значим K = {α}∪{βn ; 2≤n<∞}. Множество K замкнуто
в [1,α] и  [1,α]\K = [1,β2)∪∪{(βn , βn+1); 2≤n<∞}. По
лемме 18 интервал (βn,βn+1) гомеоморфен полуинтер-
валу [1,βn+1). Согласно лемме 15, мы теперь имеем

[1,α] ≅ 
2
[1, ) [1, ]n

n
a

∞

=

⎛ ⎞
⊕ β ⊕ ω⎜ ⎟

⎝ ⎠
(5)

с нормой ≤32. Так как β ≥ ω, то по лемме 18 сумма
[1, β2) ⊕ [1, ω] гомеоморфна [1, β2). Следовательно,

[1, α] ≅ 
2
[1, )n

n
a

∞

=

⎛ ⎞
⊕ β⎜ ⎟

⎝ ⎠
 с нормой ≤ 32. По лемме 20

[1, βn) ≅ a (⊕|β| [1, βn-1)) с нормой ≤ 322 при 2 ≤ n < ω.
Отсюда и из формулы (5) получаем [1,α] ≅

≅ 1

2
[1, )n

n
a

∞
−

β=

⎛ ⎞
⊕ ⊕ β⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

1
[1, )n

n
a

∞

β β=

⎛ ⎞
⊕ ⊕ ⊕ β⎜ ⎟

⎝ ⎠
, где изо-

морфизм имеет норму ≤219. По лемме 17 мы заключа-
ем (заметим, что |β|=|α|), что [1,α] ≅ a(⊕|α| [1,α)) с
нормой ≤246.

Случай 2. Пусть γ − предельный ординал, не яв-
ляющийся кардиналом.

В этом случае λ = |γ| < γ. Возьмем такое подмно-
жество F ⊂ [λ+1, γ], что sup F =  γ. Можно считать,
что порядковый тип F не превосходит λ. Тогда

K = { }1
; F

ξ+ωω ξ ∈  есть замкнутое множество ордина-

лов, и легко видеть, что оно лежит в [1,α] и его верх-
ней гранью является α. Согласно лемме 15, имеем
[1,α] ≅ а([1,α] \ K)⊕ K с нормой изоморфизма ≤32.
Далее заметим, что разность [1,α] \ K  представима в
виде дизъюнктного объединения интервалов вида

( )1
,

ξ+ωβ ω , причем, в силу леммы 18, последний го-

меоморфен )1
1,

ξ+ω⎡ ω⎢⎣
. Так как порядковый тип K не

выше λ, то можно с точностью до гомеоморфизма
присоединить K к любому из этих промежутков. В
итоге имеем

[1,α] ≅ )( )1
1,Fa

ξ+ω
ξ∈

⎡⊕ ω⎢⎣
(6)

с нормой ≤32. В случае 1 мы уже установили, что

) ( )1 1
1, [1, )a

ξ+ ξ+ω ω
λ

⎡ ω ≅ ⊕ ω⎢⎣
(7)

с нормой ≤246. Из формул (6) и (7) выводим
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[1,α] ≅ )( )1
1,Fa

ξ+ω
λ ξ∈

⎡⊗ ⊕ ω⎢⎣
с нормой ≤255.  Теперь из леммы 17 следует требуе-
мое: [1,α] ≅ a(⊕λ[1,α)).

Случай 3. Пусть γ − сингулярный кардинал.
Возьмем бесконечный кардинал σ<γ и зафиксиру-

ем его. Тогда существует замкнутое множество
F⊂[1,γ], такое, что supF =γ и |ξ|≥σ для каждого ξ∈F.

Пусть, далее, K={ }1
; F

ξ+ωω ξ ∈ . Согласно лемме 15

[1,α] ≅ а([1,α] \ K)⊕ K, причем норма этого изомор-
физма ≤ 32. Как и в предыдущем случае 2, мы можем

записать [1,α]\K = )1
1,F

ξ+ω
ξ∈

⎡⊕ ω⎢⎣
. Так как порядко-

вый тип K меньше γ и supF = γ, то существует ξ∈F,

такой, что пространства K⊕ )1
1,

ξ+ω⎡ ω⎢⎣
 и )1

1,
ξ+ω⎡ ω⎢⎣

 го-

меоморфны. Суммируя сказанное, заключаем, что

[1,α] ≅ a( )1
1,F

ξ+ω
ξ∈

⎡⊕ ω⎢⎣
). (8)

В случае 1 мы уже установили изоморфность

( )1 1
1, [1,a

ξ+ ξ+ω ω
ξ

⎡ ⎤ω ≅ ⊕ ω⎢ ⎥⎣ ⎦
(9)

с нормой ≤ 246 для каждого ξ ∈F.  Так как |ξ| ≥ σ для
каждого ξ∈F, то по лемме 17 из формулы (9) следует

( )1 1
1, [1,a

ξ+ ξ+ω ω
σ

⎡ ⎤ω ≅ ⊕ ω⎢ ⎥⎣ ⎦
(10)

с нормой ≤ 2100. Из формул (8) и (10) и из леммы 16

получаем [1,α] ≅ a(⊕σ )1
1,F

ξ+ω
ξ∈

⎡⊕ ω⎢⎣
) с нормой ≤ 2109.

Применяя теперь лемму 17, получаем

[1,α] ≅ a(⊕σ[1,α)) (11)

с нормой ≤ 2226.  Таким образом, мы установили, что
для каждого кардинала σ, меньшего, чем γ, имеет ме-
сто формула (11).

Так как γ − сингулярный кардинал, то γ = Σi∈I  σi,
где σi  − кардиналы, строго меньшие γ  и |I| < γ.
Согласно формуле (11), имеем [1,α] = a([1,α)) ≅
≅ a(

iσ⊕  [1,α)) с нормой ≤ 2226, откуда, в силу лем-
мы 16, получаем

a(⊕|I|[1,α)) ≅ a(⊕i∈I iσ⊕ [1,α)) = a(⊕γ[1,α)),

причем норма изоморфизма ограничена числом 2230.
Поскольку |I| < γ, то по формуле (11) получаем [1,α] ≅
≅ (a(⊕|I|[1,α)) ≅ a(⊕γ[1,α)). 

Доказательство теоремы 7. Случай а). Пусть
γωα = ω , где γ  не есть регулярный кардинал. Если

α2≤β <αω, то [1,β] ≅ a(⊕|α| [1,α)) по лемме 21, и в этом
случае все доказано. Пусть теперь α≤β<α2. Тогда
β =α ⋅ξ+η, где ξ и η строго меньше α. По лемме 19
[1, β] ≅ a(⊕|ξ| [1,α)). С другой стороны, в силу леммы
22 [1,α] ≅ a(⊕|α| [1,α)). Так как |ξ|≤|α|, то с помощью
леммы 17 выводим, что [1,α] ≅ [1,β], что и требова-
лось.

Случай b). Пусть λ − регулярный кардинал и λ⋅σ ≤
≤ β < λ⋅σ+ для некоторого кардинала σ < λ. Тогда
β = λ⋅ξ + η, где σ ≤ ξ < σ+ и η < λ. Так как любой кар-
динал является «эпсилоновым» числом, о чем мы уже
говорили выше, то в силу лемм 18 и 19 выполнено
[1,β] ≅ a(⊕|ξ|[1,λ)) = a(⊕σ[1,λ)).

Случай с) сразу следует из леммы 21. 
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