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УДК 517.982
Е.Г. Лазарева

О МНОЖЕСТВЕ РЯДОВ, СОХРАНЯЮЩИХ СХОДИМОСТЬ
ПОСЛЕ ДАННОЙ ПЕРЕСТАНОВКИ

Известно, что множество безусловно сходящихся рядов является всюду плотным множеством первой категории в про-
странстве сходящихся рядов с супремум-нормой. Доказывается, что этим же свойством обладает множество рядов, сходи-
мость которых не меняется после фиксированной перестановки, если только эта перестановка меняет сходимость. Резуль-
тат справедлив для пространства рядов над любым банаховым пространством.

Введение. Пусть (E,||*||) – банахово пространство.
Рассмотрим пространство сходящихся рядов над
пространством E:
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Нетрудно убедиться, что ( ( ), )CS E ∗  – банахово

пространство. В работе [1] было показано, что множе-
ство
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является всюду плотным множеством первой катего-
рии в пространстве ( )CS E . В данной работе мы зна-

чительно расширим множество ( )UCS E  с сохранени-

ем указанного свойства. Для этого введем следующее
понятие. Будем говорить, что перестановка π меняет
cходимость (является существенной), если найдется

числовой ряд 
1

k
k

a a R
∞

=
= ∈∑ , такой, что ( )

1
k

k
a

∞

π
=

∑  рас-

ходится. Зафиксируем перестановку π, меняющую
сходимость, и рассмотрим множество
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Очевидно,что ( ) ( ),UC CS E S Eπ⊂ . Цель работы –

доказать теорему : Множество ( ),CS Eπ есть всюду

плотное множество первой категории в пространст-
ве ( )CS E  для любой существенной перестановки π.

Доказательство основной теоремы. Для доказа-
тельства нам понадобится следующая

Лемма.  Пусть перестановка π меняет сходи-
мость, E – банахово пространство. Тогда найдется
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Доказательство. Так как π меняет сходимость, то

найдется числовой ряд 
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Так как s(π,n) не сходится к нулю, то найдется по-
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такая, что для некоторого C > 0  выполнено:
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Выпишем в естественном порядке натуральные
числа, образующие множество
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Здесь r(k) – количество блоков подряд идущих на-
туральных чисел во множестве Пk . Заметим, что
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Строим ряд  
1

i
i

b
∞

=
∑ :

ln ( ) ,
( )i
r kb

r k
=

если { }, 1, 2,..., ( )k N j r k∃ ∈ ∈ :  k
k ji N l= + ;

ln ( ) ,
( )i
r kb

r k
= −

если { }, 1, 2,..., ( )k N j r k∃ ∈ ∈ : 1k k
k j ji N l m= + + + ;

0ib =

в остальных случаях.

Очевидно, что lim 0ii
b

→∞
= и 

1
0i

i
b

∞

=
=∑ , так как в этом

ряде чередуются положительные и отрицательные
члены. После перестановки π имеем
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следовательно (так как ( )r k → ∞ ), нужное условие
выполнено.□

Теорема.  Множество ( ),CS Eπ есть всюду плот-
ное множество первой категории в пространстве

( )CS E  для любой существенной перестановки π.
Доказательство. Множество , ( )CS S Eπ=  всюду

плотно в ( )CS E , так как уже ряды с конечным чис-
лом ненулевых членов образуют всюду плотное мно-
жество в ( )CS E .  Представим множество S  в виде
счетного объединения:
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Покажем, что множество nS  нигде не плотно в
пространстве ( )cS E . Зафиксируем сходящийся ряд
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зафиксируем n N∈ . Пусть ( ), 0CX S E∈ ε > . Найдем
в открытом шаре U(X,ε) шар U(Z,δ), такой, что
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Найдем число K N∈ , такое, что ( )
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есть nV S∉ .Теорема доказана.
Замечание.  Несколько изменив доказательство

леммы, легко доказать, что:
а) Перестановка, меняющая сумму, меняет схо-

димость;
b) Если перестановка меняет сходимость или

сумму в пространстве Е, то она меняет сходимость.
Поэтому для таких перестановок утверждение

теоремы остается справедливым.
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