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УДК 517.54
А.Н. Малютина

ОСОБЕННОСТИ ОТОБРАЖЕНИЙ С s-СУММИРУЕМОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ
Приводятся условия устранимости особых точек отображений с s-суммируемой характеристикой

Пусть : \ nf U I R→ – отображение с s-суммиру-
емой характеристикой [1], где U – область в

, 3, 4,...nR n = , I – замкнутое подмножество U. Точки
x I∈  назовем особыми точками, а I – особым множе-
ством отображения f.

Для семейства Г кривых в nR  сферический мо-
дуль ( )pM Г  порядка p определяется [1] как нижняя

грань 
n

p
х

R

dρ σ∫  по всем таким неотрицательных бо-

релевским функциям ρ , что 1xd
γ

ρ γ ≥∫  для любой

кривой Гγ ∈ , где 
( )2

,
1

x n
dxd
x

σ =
+

 21
x

dxd
x

γ =
+

.

Указанные функции ρ  называются допустимыми

для семейства Г. Пусть [ ]: 0;1 nRγ →  – кривая в nR .
Дуга кривой γ – это сужение отображения γ  на отре-

зок, содержащийся в [ ]0;1 . Если ∗γ – кривая в

( )\f U I , то, как и в [2], поднятием в \U I называется

такая кривая γ  в \U I , что f ∗γ = γD . Частичным

поднятием ∗γ  называем поднятие ее дуги. Два час-
тичных поднятия существенно различны, если

( )1 1 2 0Λ γ γ =∩ , где ( )SαΛ  – хаусдорфова α -мерная
мера множества S.

Пусть : \ nf U I R→ – отображение с s-суммиру-

емой характеристикой и ny R∈ . Рассмотрим спрям-

ляемую кривую ( ) [ ], 0;1t t∗γ ∈ , для которой

( )
1

lim
t

t y∗

→
γ = . Если существует такая спрямляемая

кривая γ  в U, что f ∗γ = γD  и ( )
1

lim
t

t x
→

γ = , где

x U∈ ∂ , то кривая ∗γ  называется асимптотической
для точки x, γ – ее асимптотическим поднятием, а y –
асимптотическим значением f в точке x.

Если I – особое множество отображения f, 1I I⊂ ,
то семейство асимптотических кривых для I ( )1I  –

это все асимптотические кривые для x I∈  ( )1x I∈ .

Число ( ), \N y U I  равно числу прообразов y в \U I  с
учетом кратности при отображении f, а

( ) ( )\ sup , \
ny R

N U I N y U I
∈

= .

Пусть A U⊂  – компактное подмножество и, как

обычно, ( )Cap ,A U  – нижняя грань n

u

dVΔϕ∫  по

всем неотрицательным функциям ϕ  класса ( )1
nW U ,

равным нулю на U∂  и единице на А. Хорошо извест-
но [3], что равенство ( )Cap , 0A U =  не зависит от U, и
потому можно писать Cap 0A = .

Через ( )0Г ,A I∗  обозначим семейство кривых

( )t∗γ  в ( )\f U I , которые допускают такие асимпто-

тические поднятия ( )tγ , что ( )0 Aγ ∈ , а

( ) 0 01
lim ,
t

t x I I I
→

γ = ∈ ⊂ .

Теорема 1 (характеристическое свойство сфериче-
ского модуля семейства асимптотических кривых).

Пусть : \ nf U I R→ – отображение с s-суммиру-
емой характеристикой, \U I  связно,

( )0 0\ , ,ГA U I I I I∗⊂ ⊂  – семейство асимптотических
кривых точек 0x I∈  и Cap 0A > . Тогда

( )( )0
1

Г 0ns
s

M I∗
+

=  в том и только в том случае, когда

( )( )0
1

Г , 0ns
s

M A I∗
+

= , где 1s > .

Доказательство. Необходимость очевидна. До-
кажем достаточность. Обозначим через , 0rI r > , та-
кую r-окрестность множества I, что Cap 0G > , где

( )2\ rG A U I= ∩ . Пусть функция ∗ρ  допустима для

( )0Г ,A I∗ , причем , 0,
1n

x
R

nsd
s

α
∗ρ σ < ε ε > α =

+∫ . По-

скольку ( )( )0, 0M A Iα ∗Γ = , то число ε  можно вы-
брать произвольно сколь угодно малым. Определим
на \U I  функцию

( ) ( )( ) ( )1
fx f x x−

∗ρ = ρ λ ,

где ( ) ( ) ( )( )
1

2 21 1
s
s

f x f x x y
−

−
λ = ∇ + + .

Легко доказать, что ρ  допустима для семейства,
состоящего из поднятий кривых из ( )0Г ,A I∗ .

Обозначим через Aε множество точек rx I∈ ∂ , для
которых найдется кривая γ , что ( )0Г ,f A I∗γ ∈D , ду-
га ′γ  кривой γ , соединяющая G с точкой x, лежит в

2
\ rU I  и 1

2xd
′γ

ρ γ ≤∫ . В силу допустимостиρ , для

любой кривой 1γ , идущей из x Aε∈ в 0I , будем иметь

1

1
2

ds
γ

ρ ≥∫ , если ( )1 0Гf I∗γ ∈D .

Пусть 
2

\ rN N U I⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и \rD I Aε ε= ∂ . В силу оп-

ределения множества Dε , для любой кривой
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2
\ rU Iγ ∈ , соединяющей G и Dε , имеем 1

2xd
γ

ρ γ ≥∫ .

Оценку для функции ρ  дает неравенство

( )( )
1 1

Г , 2 ,  где .
s s

n s s
sM G D N K c

− −

ε ′ ′≤ ε ε = ε

В самом деле, в силу определения сферического
модуля, имеем

( )( ) ( )( ) 1, 2
n

n
f x

R

M G D f x d−
ε ∗Γ ≤ ρ λ σ∫ .

Применяя к правой части неравенство Гельдера с

показателями 1s
s
−

ρ =  и q s=  и учитывая, что f –

отображение с s -суммируемой характеристикой, по-
лучаем

( )( ) ( ) ( )Г , sM G D M f K fε = ,

где

( ) ( )( ) ( )

1

1
* ,

n

s
ns s
s

x
R

M f f x J x f d

−

+
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ρ σ ≤
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫

( ) ( )

1
1 1

1
*2 2

n

s
ns s ss

n ns s s
y

R

N f y d N

−
− −

+
⎛ ⎞
⎜ ⎟≤ ρ σ ≤ ε
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

и ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

1

1
\

1

\

,

, .
,

s s
n

f
s xs

U I s

s s
f

x s
U I

x
K f d

J x f

x
J x f d K

J x f

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟λ⎜ ⎟= σ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞λ⎛ ⎞⎜ ⎟≤ σ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∫

С другой стороны, модуль порядка 
1

ns
s

α =
+

 семейст-

ва кривых из ( )0Г I∗ , для которых существуют под-
нятия, идущие из Aε  в 0I , и в силу допустимости
функции ∗ρ , удовлетворяющие неравенствам

( ) ( )
0,

1 1 1,
2 2 1x s

A I

sd K
n s

ε

−β
∗

γ

+
ρ γ ≥ ≥ β =

−∫ ,

можно оценить следующим образом:

( )( ) 1
0Г , 2 2

n

s
s

s x s
R

M A I K d Kα αβ α α −
α ε ∗≤ ρ σ ≤ ε∫ .

Возьмем теперь монотонно убывающую последо-
вательность

1 1
2 , 1,2,...

s
s s

k n s
k sN K k

−− −
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟ε = ρ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

 Тогда последовательность
111 2 , 1,2,...

s
k n s

k sN K k
c

−−
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟′ε = ρ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

сходится к нулю.

Рассмотрим множества

p .D \
k kp r pA A и D I Aε ε= ∪ = ∩ = ∂

Имеем
1

02
Г , , \ lim 2 0

s
n s

p r kk
M D G U I N K

−

ε
→

⎛ ⎞⎛ ⎞ ′= ε =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
.

Так как ( )
11

Гi
ii

M Г M i
∞ ∞

α α
==

⎛ ⎞
≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∪ , то модуль по-

рядка 
1

ns
s

α =
+

 кривых из ( )0Г I∗ , допускающих

поднятия, которые пересекают pA , не превосходит

1
s
sp − . Действительно, в силу свойства 2 из [1], имеем

( )( ) 1
0

1
Г , 2

s
s

p s k
k

M A I K
∞

α −
α

=
≤ ε∑ ,

( )( )
( )

1 1

0
1

11 1

1

Г , 2 2

2 .

s
s s

k n s
p s s

k
k n ss

s s

k

M A I K pN K

p N

−− −∞
α αβ +

α
=

+∞ α−−− −

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟≤ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∑

∑

Так как ряд 
( )

1

1
2

k n s
s

k

+∞ α−
−

=
∑  является сходящимся

геометрическим рядом

2
2

1 1

1
2 2

ns k
s s

k

−∞−
− −

=
∑ ,

то

( )( ) 1
0Г ,

s
s

pM A I p −
α ≤ .

Возьмем теперь множества 
1

p
з

D D
∞

=

=� ∪  и

1
p

p
A A

∞

=

=� ∩ . Аналогично предыдущему имеем

( )( )Г , 0M G D =�  и ( )( )0
1

Г , 0ns
s

M A I∗
+

=� , и, кроме то-

го, rD A I= ∂�� ∪ .

Покажем теперь, что ( )( )Г 0M D =� , где ( )Г D�  –

семейство кривых, соединяющих точки

2
\ rx U I D⎛ ⎞∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�∪  с D� . Так как ( )( )Г , 0M G D =� , то,

следуя [2. Т. 2], можно выбрать функцию ( )n
nL Rρ∈ ,

для которой xd
γ

ρ γ = ∞∫  по любой кривой

( )Г ,G Dγ ∈ � . Как и в [4], введем функцию

( ) ( )1 ,r x d x U G Dε = ε ⋅ ∂ �∪ ∪ , где 0 1< ε < , а

( )1 min ,  1d d= , и определим ( )xερ�  формулой
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( )
( ) ( )

( )0,1

при 0,1 ,

0 при \ .

y
B

x r y d y B
x

x U I

ε
ε

⎧ ρ + σ ∈⎪ρ = ⎨
⎪ ∉⎩

∫�

Так как и в [4] можно показать, что ( ) xx d
γ

ρ γ = ∞∫ �

для ( ),Г G Dγ ∈ �  и что ( )xερ�  непрерывна

2
\ rQ U I G D⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�∪ ∪ . Пусть C – множество точек

x Q∈ , для каждой из которых найдется такая кривая

( )Г ,A xγ ∈ , что xd
γ

ρ γ < ∞∫ � . Так как ρ  локально ог-

раничена, то C  открыто, а ( )( )Г , 0,М С D =�  посколь-

ку xd
′γ

ρ γ < ∞∫ �  по любой кривой ( ), .С D′γ ∈ Γ �

Пусть .C ≠ ∅  Покажем, что C  замкнуто в .Q  Ес-
ли ,x G∈ ∂  то возьмём шар ( ), ,B x r  где 1 ( , ).r d x Q< ∂

Пусть точка 1( , )x C B x r′∈ ∩ . Существует такая кри-

вая ( ),G x′γ ∈ Γ , что .xd
γ

ρ γ <∞∫ �  Соединим x и x′  от-

резком в l. Так как ερ�  непрерывна, то она ограничена

в ( )1, .B x r  Следовательно, x
l

dρ γ <∞∫ � , и поэтому

.xd
γ

ρ γ <∞∫ �  Значит .x C∈

Обозначим через iQ  связную компоненту .Q  Мно-
жество \F Q C=  тоже открыто и замкнуто. Поэтому

iQ  целиком лежит либо в F , либо в .C  Если
,i iF F Q= = ∅∩  то сферический модуль кривых

( , ) 0
i

Q DΓ =� , Если ,iF ≠ ∅  выберем шар ( , 2 ) .iB x Fδ ⊂

Тогда ,xd
γ

ρ γ = ∞∫ �  где ( )/ 2, , \ .i rF G U Iγ ∈ Γ  Сущест-

вует такая кривая, что ( )Cap 0.iG F >∩  Построим, как

и раньше, функцию ρ , но D�  заменим на ( , 2 ),B x δ ε

возьмём меньше ,δ  а ( )1 / 2, rr d x U I Gε = ε ∂ ∪ ∪ . Так
как ρ�  непрерывна в шаре ( , 2 )B x δ  и ( , 2 ) ,iB x Fδ ⊂  то

ρ  будет непрерывной в ( )/ 2\ rU I G∪  и ( )n
nL Rρ ∈

Кроме того, xd
γ

ρ γ = ∞∫  для ( ), ( , ) .G B xγ ∈ Γ δ

Пусть W −  множество точек, которые нельзя со-
единить с ( , )B x δ  спрямляемой кривой, не пересе-
кающей G . Множество W  замкнуто в силу того, что
если ,x W∉  то найдется 0r > , такое, что,

( ), .B x r G′ = ∅∩  Очевидно, G  принадлежит W  и

( )( )( ), , 0.M W B xΓ δ =  Если x W′∉  и ( ), ,x Wγ ∈ Γ  то

xd
γ

ρ γ = ∞∫ , иначе можно соединить x′  с ( ),B x δ

спрямляемой кривой .′γ  Из непрерывности ρ  и, сле-

довательно, ее ограниченности на компакте ′γ  полу-

чим ,xd
′γ

ρ γ < ∞∫  что противоречит условию:

1

xd
γ

ρ γ = ∞∫  для ( )1 ,F Wγ ∈ Γ , где 1 .′γ = γ + γ  Поэтому

модуль семейства кривых ( ), \ 0,iW F WΓ =  т.е.
Cap 0.W =  Отсюда получаем Cap 0A =  и .F = ∅  Ви-

дим, что, .C Q=  Отсюда следует, что xd
γ

ρ γ = ∞∫  для

любых ( )\ rx U I D∈ ∪  и ( ),x Dγ ∈ Γ � , т.е.

( )( ) 0M DΓ =� .

Так как r можно выбрать произвольно, то рассмот-
рим последовательность 1 .kr k= Заметим, что любая

кривая ( )0I∗
∗γ ∈ Γ  имеет поднятия, начинающиеся в

\
krU I  при некотором k. Более того, в силу связности

\U I , можно выбрать k настолько большим, что на-
чало этой кривой попадает в связную компоненту

\ ,
krU I  которая содержит часть множества А нулевой

емкости. Это поднятие пересекает A�  или D� . В силу
доказанных утверждений и теоремы 1[1], видим, что в
первом случае ( )( )0, 0M A Iα ∗Γ =� , а во втором

( )( ) 0M DΓ =� , а следовательно, ( )( )0, 0.M D Iα ∗Γ =�

Отсюда следует ( )( )0 0M Iα ∗Γ = .

Лемма 1. Пусть 1α  и 2α −  две произвольные точ-
ки в области 0,U U U⊂  – подобласть, содержащая
эти точки. Тогда существует квазиизометрия

: ,f U U→  обладающая свойствами 1 2( ) ,f α = α

( ) ,f x x=  если 0\ .x U U∈
Доказательство (cм. лемму 1 [2]).
Теорема 2. Пусть 0 1,F F U⊂  связные, замкнутые

относительно U множества, не вырождающиеся в
точку. Тогда при 1n n− < α ≤  выполнено неравенство

( )( )( )0 1, ; 0M F F Uα Γ > .

Доказательство. Если 0 1 ,F F ≠ ∅∩  то модуль
кривых семейства ( )0 1, ;F F UΓ  бесконечен. Поэтому

далее будем считать 0 1F F = ∅∩ . Фиксируем точку

0 0Fα ∈  и рассмотрим шаровой слой

{ }, 0: | | ,R rD x r x R= < − α <  лежащий в U, такой, что

{ }0 2:| | .F x x R− α ≥ ≠ ∅∩  В шаре { }0:| |x x r− α ≤

возьмем точки 1 1, ,′α α 1 1,′α ≠ α  и пусть 0U U⊂  – по-
добласть, содержащая 1α , но не содержащая 0α , и
такая, что 1F  имеет точки как внутри 0U , так и вне
ее. Отметим  произвольную точку 1 1 0F Uα ⊂ ∩  и в
соответствии с леммой 1 рассмотрим квазиизометрию

: ,f U U→  для которой ( )1 1f ′α = α  и ( ) ,f x x=  если

0\ .x U U∈
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Обозначим через ( )E f E′ =  образ множества E
при отображении .f  Легко видеть, что 0 ,R rF D′∪  и

1 ,R rF D′ ∩  имеют связные компоненты, соединяющие
граничные сферы шарового слоя. Используя квазиин-
вариантность сферического модуля при квазиизомет-
риях, имеем

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

0, 1 0 1

0 , 1 ,

1; , ;

1 ; , , , 0,R r R r

M F F U M F F U
k

M F D F D U c n R r
k

α α

α

′ ′Γ ≥ Γ ≥

′ ′≥ Γ ≥ α >∩ ∩

поскольку

( ) ( )( )0 1 ,Cap , ; , ,n n
R rA A D b n R r−β −β

β ≥ β −

где 1 ,n n− < β <  0 1 ,, R rA A D⊂ − континуумы, соеди-
няющие граничные сферы шарового слоя.

Лемма 2. Пусть F1, F2, F3 –непустые множества в
области U и ( ), ,  , , 1,  2,  3.ij i jF F U i jΓ = Γ =  Тогда
для любого 1n n− < α <  сферический модуль

( ) ( ) ( ){
( )( )}

12 13 23

13 23

3 min ,  ,

inf , ,

M M M

M U

−α
α α α

α

Γ ≥ Γ Γ

Γ γ γ

где locusγ = γ .
Доказательство проводится подобно доказательст-

ву теоремы 3.11 [4]. Выберем функцию ,ρ  допусти-
мую для семейства кривых 12.Γ  Если неравенство

13

1
3xd

γ

ρ γ ≥∫

выполнено для любой спрямляемой кривой 13 13γ ∈ Γ
или если неравенство

23

1
3xd

γ

ρ γ ≥∫

выполнено для любой спрямляемой кривой 23 23γ ∈ Γ ,
то либо 133 ,ρ ∧ Γ  либо 233 ,ρ ∧ Γ  откуда следует, что

( ) ( ){ }13 233 min , .
n

x
R

d M Mα −α
α βρ σ ≥ Γ Γ∫

Если для некоторых спрямляемых кривых
13 13γ ∈ Γ  и 23 23γ ∈ Γ  указанные неравенства  не вы-

полнены, то для любой спрямляемой кривой
( )13 23, ,Uβ∈ Γ γ γ  справедливо неравенство

1
3xd

β

ρ γ >∫

и, следовательно,

( )( )13 233 , ,n xR
d M Uα −α

αρ σ ≥ Γ γ γ∫ .

Поскольку функция 12ρ ∧ Γ  выбрана произвольно
и верны либо первое, либо второе неравенства, то
лемма доказана.

Лемма 3. Пусть  F1, F2, F3 – множества в области
U, содержащей в себе шаровой слой

( ) ( )\ ,0 ,n nB b B b a b< < < ∞  причем 3 ( ).nF B a⊂

Пусть ijΓ  такая же, как в предыдущей лемме. Если

выполнено одно из следующих условий:
( ) для   1, 2;n

iF CB b i⊂ =

и для F2 выполнено условие
( ) 2 для  1, 2,id F b i≥ =

то для 1nα > −  имеем

( ) ( ) ( ) ( ){ }12 13 233 min , , logn
bM M M c a

−α
α α αΓ ≥ Γ Γ ,

где 0nс >  – константа, как в лемме 2 [6].
Доказательство следует из [1. T. 2] и леммы 2.
Теорема 3. Пусть { }FΦ =  – семейство связных,

замкнутых относительно области U множеств F U⊂ ,
таких, что ( )inf 0.

F F
d F

∈
>  Тогда верно неравенство

( )inf , ; 0
F

M A F Uα
∈Φ

Γ >

при 1n a n− < ≤  либо имеет место для всякого невы-
рожденного континуума ,A U⊂  либо не имеет места
ни для какого из континуумов .A U⊂

Доказательство. Пусть A и A* – произвольная па-
ра невырожденных континуумов в U и выполнено,
например, неравенство

( )( ), , 0M A F Uα Γ ≥ δ >

для любого F ∈ Φ . Надо убедиться, что

( )inf , ; 0
F

M A F U∗
α

∈Φ
Γ > .

Сначала предположим, что * .A A ≠ ∅∩  Выберем
0r >  так, чтобы для любой точки a A∈  замкнутый

шар { }( , 2 ) : 2nB a r x x a r= − ≤  содержался в U, и вы-

полнялось

( ){ }0 4 min inf , , ,
F

r d F A A∗

∈Φ
< <

где *,A A  – расстояние между A и A*.  Пусть A1, A2,

..., Ap – конечное покрытие континуума A замкнутыми
шарами радиусом r и с центрами в точках i ia A∈ .

Обозначим через *( ( , , )).i iM A A Uαδ = Γ  По теореме 2,
0, 1, ..., .i i pδ > =  Выберем произвольно F ∈ Φ ,

имеем

( )( )

( )( )
1

1

0 , ; , ;

, ; ,

p

i
i

p

i
i

M A F U M A F U

M A F U

α α
=

α
=

⎛ ⎞
< δ ≤ Γ ≤ Γ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

≤ Γ∑

∪

значит при некотором i выполнено

( )( ), ;iM A F U
pα
δ

Γ ≥ .

Фиксируем это i. Покажем, что выполнено неравенст-
во

( )( )*
1, , , 3 min , ,..., , log 2p nM A F U c

p
−α

α
⎧ ⎫δ

Γ ≥ δ δ⎨ ⎬
⎩ ⎭

,

каково бы ни было F ∈ Φ , где 0nc > , как в лемме 3.
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В самом деле, поскольку ( ), 2n
iA B a r∗ = ∅∩  и

( ) 4 ,d F r≥  то, применяя лемму 3 с

1 2 3, , iF A F F F A∗= = = , имеем

( )( ), ; 3 min , ; log 2 .i nM A F U c
p

∗ −α
α

⎧ ⎫δ
Γ ≥ δ⎨ ⎬

⎩ ⎭

Пусть A A∗∩ ≠ ∅ . Если \ ( )U A A∗∪ ≠ ∅  и, сле-
довательно, содержит континуум A′ , то можно пре-
дыдущие рассуждения применить вначале к ,A A′  и
затем к A′  и A∗ . Если \ ( )U A A∗∪ = ∅ , то можно,

полагая nA R A∗≠ ≠ , выбрать 1A  и 1A∗  так, чтобы

множества 1 1 1 1, ,A A A A A A∗ ∗ ∗∩ ∩ ∩  были пусты, и
применить предыдущие рассуждения к парам

1 1 1, ; ,A A A A∗  и 1 , .A A∗ ∗  Это и завершает доказательст-
во теоремы.

Теорема 4. Пусть : \ nf U I R→ – отображение с
s-ограниченной характеристикой, где I – замкнутое
подмножество в U, dim 2I n≤ − и ∗Γ  – семейство
асимптотических кривых для точек .x I∈  Если

( ) 0, , 1
1

nsM T s n
sα ∗ = α = > −

+

и Cap( \ ( \ )) 0nR f U I > ,
то f продолжается непрерывно на U.

Доказательство. Предположим, что это не так.
Пусть x I∈  и последовательности , ,i ix x x x′→ →  а

( ) ( )( ), 0,i iq f x f x a′ ≥ >  где ( , )q x y  – сферическое

расстояние. В силу условия dim 2,I n≤ −  существует
кривая ( , ),i i ix x′γ ∈ Γ  причем ( ) 2 ( , ).i i id d x x′γ <  Обо-

значим через F множество \ ( \ ).nR f U I  Из теоремы 3

имеем ( )( )*, 0.iM Fα Γ γ ≥ δ >  С другой стороны, под-

нятие γ кривой ( ), iF ∗∗γ ∈ Γ γ  выходит либо на U∂ ,

либо на I. Во втором случае кривая *
∗γ ∈ Γ , и сфери-

ческий модуль порядка α  таких кривых – нуль, а мо-
дуль кривых, которые выходят на ,U∂ как следует из
теоремы 1 [1], стремится к нулю. Таким образом, мы
пришли к противоречию. Теорема доказана.

Подобный результат был получен в [5] при усло-
вии Cap 0I =  вместо ( )

1

0ns
s

M ∗
+

Γ =  [5 – 8]. И для ото-

бражений с ограниченным в среднем искажением в
[9]. Если Cap 0I = , то из теоремы 1 [1] следует, что
сферический модуль ( )

1

0ns
s

M ∗
+

Γ = . Однако первый и

четвертый примеры в [1, 2] показывают, что обратное
неверно. В этих примерах Cap 0,I >  так как

( ) 0IαΛ >  при некотором 0,α >  а ( )
1

0ns
s

M ∗
+

Γ = .
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