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АДАПТИВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ИНВЕСТИЦИОННЫМ ПОРТФЕЛЕМ
Рассматривается задача оптимального управления инвестиционным портфелем (ИП). Структура ИП в пространстве со-
стояний описывается системой разностных уравнений со случайными скачкообразно меняющимися параметрами. Пара-
метры уравнений изменяются в соответствии с эволюцией дискретной марковской цепи. Предлагается алгоритм управле-
ния ИП c использованием адаптивной фильтрации параметров уравнений, описывающих структуру ИП. Приводятся ре-
зультаты численного моделирования.

Проблема оптимального управления ИП является одной
из центральных задач финансовой инженерии. В последние
десятилетия активно развивались различные подходы к ре-
шению данной проблемы [1 – 9].

В работах [10, 11] предложена динамическая модель
управления ИП в пространстве состояний. Структура ИП
описывается в виде динамической стохастической сети, уз-
лы которой представляют капитал, помещенный в данный
рисковый или безрисковый финансовый актив, а дуги – на-
правления и объем капитала, перераспределяемого между
активами. Задача управления ИП формулируется как дина-
мическая задача слежения по квадратичному критерию за
некоторым, задаваемым инвестором, портфелем, имеющим
желаемую доходность (гипотетическим эталонным портфе-
лем). В качестве модели эволюции цен рисковых активов
(акций) в [10,11] принята классическая модель геометриче-
ского (экономического) броуновского движения Блэка –
Шоулса [7], в которой параметры уравнений, описывающих
динамику цен, не случайны.

В данной работе предполагается, что цены рисковых ак-
тивов описываются стохастическими разностными уравне-
ниями со случайными скачкообразно меняющимися пара-
метрами. Параметры уравнений изменяются в соответствии
с эволюцией дискретной марковской цепи. Подобные моде-
ли учитывают случайные изменения как волатильности, так
и доходности, характерные для финансовых рынков и отно-
сятся к классу моделей неполного рынка [7, 12 – 17], кото-
рые более адекватно описывают изменения цен, наблюдае-
мые на реальных финансовых рынках. Предлагается алго-
ритм управления ИП c использованием адаптивной фильт-
рации параметров уравнений, описывающих структуру ИП.
Приводятся результаты численного моделирования.

ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ ИП И ОПРЕДЕЛЕНИЕ
ОПТИМАЛЬНОЙ СТРАТЕГИИ

Рассмотрим ИП, состоящий из n  видов рисковых
активов (ценные бумаги и их производные), доход-
ность которых является случайной величиной, и без-
рискового актива (банковский счет, надежные облига-
ции) с неслучайной, но, возможно, переменной доход-
ностью. Управление портфелем осуществляется путем
перераспределения капитала между различными вида-
ми инвестиций посредством банковского счета.

Предполагается, что цены рисковых активов опи-
сываются стохастическими разностными уравнения-
ми со случайными скачкообразно меняющимися па-
раметрами. Параметры уравнений меняются в соот-
ветствии с эволюцией дискретной марковской цепи с
известной матрицей переходных вероятностей. Эво-
люция цен рисковых финансовых активов описывает-
ся разностными уравнениями вида
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где ( )iS k  – цена i -го рискового актива; ( , )i kkμ θ  –

характеризует норму возврата (коэффициент роста);
( )j kω  – некоррелированная случайная гауссовская

последовательность с нулевым средним и единичной
дисперсией; kθ  – марковская цепь с дискретным вре-
менем и конечным множеством наблюдаемых состоя-
ний 1{ , , }νℜ = α α… , которая описывается следующей
матрицей вероятностей перехода:
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Здесь 0Prob{ }, 1, ,i ip i= θ = α = ν…  – начальное рас-
пределение; ( , ) [ ( , )]k ij kk kσ θ = σ θ  – матрица вола-

тильности (изменчивости), где ( , )ij kkσ θ  – известная

функция kθ . Процессы ( )j kω  и kθ  независимы. Мо-
дель цен со скачкообразной волатильностью рассмат-
ривается в работах [12 – 14, 17].

Пусть 1( ) nx k R +∈  – вектор состояния ИП, компо-
ненты которого равны объему инвестиций в i -й ак-
тив, 1, , 1i n= +… ; компонента 1( )nx k+  описывает со-
стояние банковского счета. Тогда, учитывая (1), эво-
люция рисковых вложений описывается уравнениями
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эволюция банковского счета следует уравнению
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где ( )r k  – доходность банковского счета. Если
( ) 0iu k > , то это означает перевод капитала в сумме
( )iu k  с банковского счета в i-й вид рисковых вложе-

ний, если ( ) 0iu k < , то – перераспределение капитала
с i -го рискового вложения на банковский счет. В ре-
зультате выбора управляющих воздействий ( )iu k
происходит перераспределение капитала между рис-
ковыми инвестициями и банковским счетом и посред-
ством банковского счета – между различными видами
рисковых инвестиций. Заметим, что в предложенной
модели ИП не накладывается явных ограничений на
управления. Кроме того, допускаются отрицательные
значения переменных состояния ( )ix k , 1, , 1i n= +… :
если какая-либо переменная ( ) 0ix k < , 1, ,i n= … , то
это означает участие в операции «short sale» (продажа
без покрытия) [7], если 1( ) 0nx k+ < , то – заем капитала
в сумме 1| ( ) |nx k+ . Поскольку предполагается, что
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рынок функционирует без «трения», то все сделки
производятся в момент времени k  в соответствии с
вектором управления ( ) nu k R∈ .

Определим стратегию управления ИП путем пере-
распределения капитала между различными видами
инвестиций так, чтобы капитал реального портфеля с
наименьшими отклонениями (с минимально возмож-
ным риском) следовал капиталу некоторого опреде-
ляемого инвестором эталонного портфеля, эволюция
которого описывается уравнением

0 0 0( 1) [1 ( )] ( )V k k V k+ = + μ , (4)

где 0 ( )kμ  – задаваемая инвестором (желаемая) до-
ходность портфеля. В качестве меры риска выберем
квадратичный функционал вида
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где ( ) ( )V k Cx k=  – общий капитал управляемого

портфеля, 1(1, ,1), T nC C R += ∈… ; матрица

( , ) n n
kR k R ×θ ∈  положительно определена, начальный

капитал 0(0) (0)V V= ; ft  – горизонт инвестирования.
Первое слагаемое обеспечивает качество слежения
так, чтобы суммарный капитал управляемого портфе-
ля с минимальными отклонениями следовал за капи-
талом эталонного портфеля, второе слагаемое в функ-
ционале (5) учитывает ограничения, связанные с
управлением портфелем. Путем выбора элементов
матрицы ( , )kR k θ  ограничивают амплитуду (мощ-
ность) управляющих воздействий ( )u k , накладывая
«штраф» на большие управления. К сожалению, фор-
мальных правил формирования весовых матриц

( , )kR k θ  в критерии (5) не существует. Как правило,
на практике матрица ( , )kR k θ  выбирается диагональ-
ной исходя из характера решаемой задачи.

Введем расширенный вектор состояния ИП
0 2( ) [ ( ), ( )]T T nz k x k V k R += ∈ ; Тогда, используя (2), (3)

и (4), запишем уравнение динамики ( )z k  как
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1, ,j n= … , 0 n
n R∈  – нулевой вектор-столбец, символ

T  означает транспонирование. Система (6) относится
к классу гибридных систем (систем со случайной
структурой) с мультипликативными шумами.

 Определим закон управления в классе линейных с
обратной связью по расширенному вектору состояния
ИП в следующем виде:

( ) ( , ) ( ),ku k K k z k= θ (7)

где ( , )kK k θ  – матрица коэффициентов обратной
связи.

Перепишем функционал (5) как
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где tr( )i  – след матрицы; [ , 1]C C= − ;

( , ) { ( ) ( ) ( )}T
i k iP k E z k z k Iα = θ = α

– матрица вторых моментов для i -го состояния (при
k iθ = α ) системы (6), определяется следующей сис-

темой взаимосвязанных разностных матричных урав-
нений:
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Таким образом, задача управления системой (6)
сводится к эквивалентной задаче управления детер-
минированной системой, описываемой матричным
уравнением динамики вторых моментов состояний
(9), матрицей ( , )kK k θ  в качестве управляющих воз-
действий, критерием оптимальности (8). Применяя
для ее решения принцип максимума в матричной
формулировке [19], получим следующую систему
взаимосвязанных разностных матричных уравнений
для определения оптимальной стратегии управления:
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Условием реализации полученной стратегии
управления ИП является возможность наблюдения
состояний марковской цепи. На практике эти состоя-
ния непосредственно не наблюдаются, поэтому необ-
ходим алгоритм для их оценки.        
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АДАПТИВНЫЙ АЛГОРИТМ ФИЛЬТРАЦИИ
МАРКОВСКОЙ ЦЕПИ ПО НАБЛЮДЕНИЯМ

ЗА ЦЕНАМИ АКТИВОВ

Рассмотрим марковскую цепь kθ  с дискретным
множеством состояний 1{ , , }νℜ = α α…  и матрицей

переходных вероятностей 
1

[ ], 1ij ij
i

P p p
ν

=
= =∑ . Пред-

полагается, что состояние цепи не наблюдается, а на-
блюдается  процесс ( ) ny k R∈ , каждая компонента
которого описывается следующим уравнением дина-
мики:
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Пусть ( )q k Rν∈  – вектор апостериорных вероят-
ностей марковской цепи, каждая компонента которого
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можно получить, вычисляя следующие выражения:
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векторы ( )X k , ( ( ))rG w k , ( )rJ k , ( )rsN k , rP ,
se Rν∈ ; rP  – r-й столбец матрицы переходных веро-

ятностей; se  – s-й столбец единичной матрицы, w∑
означает сумму элементов вектора w .

Полностью алгоритм адаптивной фильтрации вы-
глядит следующим образом:

1. Полагаем 1k = , выбираем начальные значения
( 1)iq k − , ijp ,  ( , )i rkμ α , ( , )i rkσ α , ( 1) ( 1)X k q k− = − ,

( ( )) ( 1) ( ) ( ( )) ,r r r
rG w k X k w k y k P= − Γ

( ) ( 1) ( ( )) ,r r r
rJ k X k y k P= − Γ

( ) ( 1) ( ( )) .rs r s
r srN k X k p y k e= − Γ

2. По наблюдениям ( ), ( 1)i iS k S k −  вычисляем
вектор ( )y k .

3. По формулам (12) находим оценки ˆ ( , )i rkμ α ,
ˆ ( , )i rkσ α , ˆ ijp .

4. Подставляя полученные оценки на предыдущем
шаге, по формуле (13) находим вектор апостериорных
вероятностей ( )q k .

5. Полагаем 1k k= + ,
 ˆij ijp p= , ˆ( , ) ( 1, )i r i rk kμ α = μ − α ,

ˆ( , ) ( 1, )i r i rk kσ α = σ − α , ( ) ( 1)X k q kσ = − ,

переход на шаг 2. При этом переменные i, s, r, меня-
ются в пределах  1, , ; , 1, , .i n s r= = ν… …

АЛГОРИТМ АДАПТИВНОГО УПРАВЛЕНИЯ
ИНВЕСТИЦИОННЫМ ПОРТФЕЛЕМ

 Управление (7) будем называть адаптивным, если
ˆ( ) ( , ) ( ),a

ku k K k z k= θ (14)

где ˆ ( , )kK k θ  – матрица коэффициентов обратной свя-
зи, вычисленная по уравнениям (11) с использованием
оценок параметров уравнения (6), которые получены
по предыдущим наблюдениям вектора ( )y k . Одним
из условий использования подхода к управлению сис-
темой (6) и рассматриваемого здесь является наблю-
даемость состояния марковской цепи kθ . Поскольку
наблюдается только вектор ( )y k , предлагается опре-
делять состояние цепи kθ  в момент k  из условия
максимума апостериорной вероятности:

{ }
1, ,

( ) { | ( )}
max { | ( )} .

k i i k i

k j
j

if q k P y k
P y k

= ν

θ = α = θ = α =
= θ = α

…
(15)

Адаптивный алгоритм управления ИП состоит из
следующих шагов:

1. Рассматривается период времени 0[ , ]N N , 0k  –
текущий момент времени, ft N≤ , 0N  выбирается

так, чтобы наблюдений вектора 0 0( ), [ , ]y l l N k∈ ,
было достаточно для оценки параметров (напри-
мер 0 0 0ft k k N− ≥ − ), 0k k= .

2. Выбираем горизонт инвестирования tf, желае-
мую доходность 0 ( )kμ  и задаем матрицу ( , )kR k θ .
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3. По предыдущим наблюдениям вектора
0( ), [ , ]y l l N k∈  вычисляем оценки ˆ ( , )i rkμ α ,

ˆ ( , )i rkσ α , ˆ ijp , используя адаптивный алгоритм
фильтрации марковской цепи.

4. Вычисляем матрицы ˆ ( , ), 1, ,iK k iα = ν… , и
вектор апостериорных вероятностей ( )q k , используя
оценки параметров, полученные на предыдущем
шаге.

5. Определяя состояние цепи kθ  в момент k  из
условия (15), вычисляем вектор управления по фор-
муле (14).

6. Полагаем ˆ1, ( ) ( 1)k k q k Pq k= + = − , если

fk t> , переход на шаг 2 и сдвиг рассматриваемого

периода времени на 0ft k− , иначе переход на шаг 5.

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Рассмотрим портфель, состоящий из четырех рис-
ковых активов и одного безрискового актива с доход-
ностью 0,00026r = . Предполагается, что рынок мо-
жет находиться в двух состояниях ( 2ν = ). Эволюция
цен рисковых активов описывается упрощенным ва-
риантом уравнений (1)

[ ]( 1) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( )i i i k i k iS k S k k k k+ = + μ θ + σ θ ω (16)

со следующими параметрами:

1 1 2 1

3 1 4 1

1 2 2 2

3 2 4 2

1 1 1 2

2 1 2 2

3 1

( , ) 0,005; ( , ) 0,006;
( , ) 0,004; ( , ) 0,0065;
( , ) 0,006; ( , ) 0,0065;
( , ) 0,007; ( , ) 0,0075;
( , ) 0,002; ( , ) 0,004;
( , ) 0,0025; ( , ) 0,0035;
( , ) 0,0015

k k
k k
k k
k k
k k
k k
k

μ α = μ α =
μ α = μ α =
μ α = μ α =
μ α = μ α =
σ α = σ α =
σ α = σ α =
σ α = 3 2

4 1 4 2

; ( , ) 0,0045;
( , ) 0,002; ( , ) 0,006.

k
k k

σ α =
σ α = σ α =

Марковская цепь kθ  описывается следующей мат-
рицей переходных вероятностей:

0 1
0,9 0, 2 , .0,1 0,8P ⎛ ⎞= θ = α⎜ ⎟

⎝ ⎠
На периоде времени [0,100]  были смоделированы

наблюдения цен рисковых активов. На рис. 1 и 2 при-
водится динамика доходностей рисковых активов.

Рис. 1. Динамика доходностей рисковых активов

Рис. 2. Динамика доходностей рисковых активов

Согласно процедуре алгоритма адаптивного уп-
равления ИП, выбираем горизонт инвестирования

100ft = , желаемую доходность  0 ( ) 0,005kμ =  и мат-
рицу

( , ) diag{0,0075;0,0075;0,0075;0,0075},
1,2.

iR k
i

α =
=

0
0 050, , ( ) ( ) 100.k k k V k V k= = = =

По наблюдениям вектора ( ), [0, ]y l l k∈ , были по-
лучены оценки параметров уравнений (16):

1 1 2 1

3 1 4 1

1 2 2 2

3 2 4 2

1 1 1 2

ˆ ˆ( , ) 0,00679665; ( , ) 0,00534375;

ˆ ˆ( , ) 0,00401755; ( , ) 0,00596445;

ˆ ˆ( , ) 0,00597472; ( , ) 0,006151;

ˆ ˆ( , ) 0,00457175; ( , ) 0,0058537;

ˆ ˆ( , ) 0,00168285; ( , ) 0,00

k k

k k

k k

k k

k k

μ α = μ α =

μ α = μ α =

μ α = μ α =

μ α = μ α =

σ α = σ α =

2 1 2 2

3 1 3 2

4 1 4 2

21681;

ˆ ˆ( , ) 0,00250223; ( , ) 0,00292732;

ˆ ˆ( , ) 0,00136988; ( , ) 0,00191051;

ˆ ˆ( , ) 0,00093735; ( , ) 0,00133539

k k

k k

k k

σ α = σ α =

σ α = σ α =

σ α = σ α =

и матрицы переходных вероятностей

0,85710385 0,4947896ˆ .0,14289615 0,5052104P ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Используя полученные оценки, вычислили матри-
цы коэффициентов обратной связи ˆ ( , ),iK k α  1, 2i =  и
вектор апостериорных вероятностей

0,7415369( ) 0,2584631q k ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Из условия (15) определяем, что 1kθ = α . Далее
вычисляем адаптивный закон управления, подставляя

1
ˆ ( , )K k α  в (14).
Таким образом, было получено управление ИП на

периоде [50,100] . На рис. 3 приводится динамика ка-
питалов эталонного и управляемого портфелей. На
рис. 4 отображена эволюция активов управляемого
портфеля.

 Полученные результаты численного моделирова-
ния подтверждают эффективность и работоспособ-
ность предложенного адаптивного алгоритма.
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Рис. 3. Динамика капиталов эталонного
и управляемого портфелей.

Рис. 4. Эволюция активов управляемого портфеля
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