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ОБОБЩЕНИЕ ОДНОГО РЕЗУЛЬТАТА
В СТАТИСТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ H2/H∞-УПРАВЛЕНИЯ1

Получено решение задачи стохастического робастного H2/H∞-управления
динамической системой с внутренними шумами, мультипликативными по
состоянию и управлению, на конечном интервале времени. Задача сводится
к нахождению решения системы двух связанных матричных дифференци-
альных Риккати-подобных уравнений относительно матричных  переменных

1 2( ) 0, ( ) 0.P t P t≤ ≥

Ключевые слова: шум, зависящий от состояния и управления, подавление
возмущений, робастное управление, матричное Риккати-подобное уравнение.

Рассмотрим многомерную стохастическую  систему

1 2 0 10 20( ( ) ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( ) ) ,t t t t t t t tdx A t x B t v B t u dt A t x B t v B t u dw= + + + + +

0( ) ( ) , , [0, ], ,t t tz C t x D t u x a t T T= + = ∈ < ∞ (1)

где xt – вектор состояния, vt – внешнее возмущение, ut – управляющий сигнал, zt –
управляемый выход. Винеровский случайный процесс (wt ), не теряя в общности,
считаем скалярным. Вектор x0 не случайный. Процесс v = ( vt ), детерминирован-
ный или случайный неупреждающий, предполагается имеющим конечную энер-

гию E 2
0

| | .
T

tv dt < ∞∫  Говоря формально, v есть элемент гильбертова пространства
2 2([0, ], ( , )),l
FL T L RΩ  где Ω  – пространство элементарных событий, F – поток

σ-алгебр .tF  Норму процесса v определяем как 2 1/ 2
0

|| || ( | | )
T

tv E v dt= ∫ . Энергия

|| ||u 2 процесса ( )tu u=  также предполагается конечной, тогда существует един-
ственное решение 0( , , , )tx x t u v x=  уравнения (1) с конечной энергией [1] . Ясно,
что в этом случае энергия процесса z тоже конечна. Считаем также выполненны-
ми условия 0,D C D D I′ ′= = , названные в [2] условиями регулярности, они не
слишком ограничительны. Заметим, что в ряде работ управляемый выход опреде-
ляется как сумма z=C x+D u, тогда

z'z = x 'C 'C x + u' D' D u + x' C' D u + u' D' C x .

В других работах полагают z = ( )C x
Du , и тогда

z' z = x' C' C x + u' D' D u.
                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 13-08-00744).
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Условие C'D = 0 снимает различие этих двух определений. Условие же D'D = I
вообще ограничением не является, если D – неособенная матрица.

Пусть :L v z→  – оператор передачи внешнего возмущения на управляемый
выход. Предположим, что существует число 0γ > , такое, что ||z|| < γ ||v||. Нормы
||v||, ||z|| индуцируют норму ||L|| оператора L по формуле ||L|| =

00, 0
sup (|| || / || ||)

v x
z v

≠ =
.

Норма ||L|| < γ  является мерой максимально негативного (наименее благоприят-
ного) влияния, которое при заданном γ может иметь возмущение v на управляе-
мый выход z. Пусть супремум по v 00, 0x≠ =  достигается на элементе

* 2 2([0, ], ( , )),l
Fv L T L R∈ Ω  тогда можно показать [2], что v* минимизирует функ-

ционал
2

1 0
( ) ( )

T
t t t tJ v E v v z z dt′ ′= γ −∫ .  (2)

Тем самым трудная задача вычисления нормы ||L|| < γ  сводится к традицион-
ной задаче минимизации функционала.

1. Постановка задачи

Сформулируем стохастические задачи H∞-управления и H2/H∞-управления для
системы (1). Задача H∞-управления состоит в следующем [3]: 1) Для заданного
вещественного числа 0γ >  найти такое управление

* 2 2([0, ], ( , ))m
Fu L T L R∈ Ω ,

что || || ,L < γ  где L(v)=C x( . , u, v, 0) + D u; при этом 2) управление *u  стабилизи-
рует замкнутую систему, например, в следующем смысле:

* 2
0lim | ( , ,0, ) | 0.

t
E x t u x

→∞
=

Постановка задачи H2/H∞-управления включает те же требования 1), 2) и допол-
нительное требование: 3) если в уравнении (1) положить v v∗= , то u u∗=  мини-
мизирует функционал энергии 2|| || :z

2 0
( ) ( )

T
t t tJ u E x C Cx u u dt′ ′ ′ ′= +∫ . (3)

Управление u, удовлетворяющее требованиям 1) –3), обозначаем через .u∗

Оно решает H2/H∞-задачу. В следующих двух разделах перейдем к решению задач
H∞ и H2/H∞ для системы (1), внутренние шумы которой представлены суммой
случайных процессов, мультипликативных – один по состоянию, другой по
управлению. Случайную составляющую B10 vt dwt, мультипликативную по внеш-
нему возмущению v, считаем отсутствующей 10( 0)B = . Задача H2/H∞-управления
для системы с внутренним шумом, мультипликативным по состоянию, упомянута
(по-видимому, впервые) в работе [3] как теоретически интересная и практически
значимая. Аналогичная задача для системы (1) с коэффициентами 0 100, 0A B≠ ≠ ,
но с 20 0B =  решена в работе [2].
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2. Задача подавления внешнего возмущения

Замкнем систему (1) (считая 10 0B = ) обратной связью 2( ) ( )t tu x K t x=  с пере-
менным во времени коэффициентом передачи 2 ( )K t , пока не определенным. Полу-
чим замкнутую систему (нижний индекс «с» – от английского closed (замкнутый))

dxc(t) = (Ac(t) xc(t) + B1(t) vt )dt + A0c(t) xc(t) dwt ,

zc(t) = Cc(t) xc(t),  xc(0) = a,  t ∈  [0,T],    (4)
где c ( )x t  – вектор состояния замкнутой системы и приняты обозначения

Ac (t) = A(t) + B2 (t) K2 (t),  A0c (t) = A0 (t) + B20 (t) K2 (t),
Cc (t) = C(t) + D(t) K2 (t). (5)

Сначала, задавшись числом 0γ > , рассмотрим H∞-задачу гашения внешнего
возмущения. Формально считая vt управлением, задачу гашения будем интерпре-
тировать как задачу минимизации по vt функционала

2
1 c c0
( ) ( ( ) ( )) .

T
t tJ v E v v z t z t dt′ ′= γ −∫ (6)

Необходимое и достаточное условие существования решения H∞-задачи дается
фундаментальной леммой об ограниченности нормы оператора c c:L v z→  для
стохастической системы (4). Сформулируем здесь эту лемму [3].

Лемма об ограниченности. Для стохастической системы (4) и для заданного
0γ >  условие || ||L < γ выполняется тогда и только тогда, когда дифференциаль-

ное уравнение Риккати
.

2
c 0c 0c 1 1 c c 0, ( ) 0cP A P PA A PA PB B C C P T−′ ′ ′ ′+ + + − γ − = = (7)

имеет единственное решение 1( ) 0P t ≤ на [0, T]. Наименее благоприятное возму-

щение *
tv дается формулой

* 2
1 1( ) ( ) ( ) .tv x B t P t x− ′= −γ

В подробной записи уравнение (7) представляется в виде (см. (5))

1 2 2 1 1 2 2 0 20 2 1 0 20 2
2

1 1 1 1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
0, ( ) 0.

P A B K P P A B K A B K P A B K
P B B P K K C C P T−

′ ′+ + + + − + + −
′ ′ ′−γ − − = =

�
(8)

Значение матрицы 2K  все еще не определено (оно будет определено ниже
формулой (10)).

3. Оптимизация системы при наихудшем внешнем возмущении

Подставив в (5) *v v= , получим систему
2

1 1 1 2 0 20

0

(( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ) ( ( ) ( ) ) ,
( ) ( ) , , [0, ].

t t t t t t

t t t

dx A t B t B t P t x B t u dt A t x B t u dw
z C t x D t u x a t T

− ′= − γ + + +
= + = ∈ (9)

Минимизируя функционал 2 ( )J u в формуле (3) при ограничении (9), получим оп-

тимальное управление *u  при наименее благоприятном возмущении *v . При
20 ( ) 0B t ≡ решение этой оптимизационной задачи представлено в [3]. В нашем
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случае, когда 20 ( ) 0B t ≠ , решение *u также известно [4]. Оно получено с исполь-
зованием теории FBSDE-решений систем прямого (forward) и обратного (back-
ward) стохастических дифференциальных уравнений [5] и имеет вид

*
2 2 2 20( ) ( ) ( ) ,t t tu t K t x B P B M x′ ′= = − +  (10)

где 2 ( ) 0, [0, ]P t t T≥ ∈  – единственное решение следующей дифференциальной
системы:

2 2
1 1 1 1 2 2 1 1 1 0 2 2 20

2 2 2 2 2 2 0 2 20 2 2 2 20 20

( ) ( )
0, ( ) 0, .

P A B B P P P A B B P A M P B B M
P B B P C C P T M P A P B B P P B B M

− −′ ′ ′ ′ ′+ − γ + − γ + − −
′ ′ ′ ′− + = = = − −

�

(11)

Система (11) включает дифференциальное уравнение типа Риккати и алгебраиче-
ское уравнение связи матриц P2 и M .

Полученную в работе систему уравнений (8), (11) можно считать обобщением
результата работы [3]. В самом деле, при 20 0B =  (когда нет шума, зависящего от

управления) имеем 2 0M P A= , см. (11), и, следовательно, *
2 2( )tu x B P x′= − , где

2 0P ≥  – решение (существующее по доказанному в [6]) уравнения Риккати
2 2

2 1 1 1 2 2 1 1 1 0 2 0 2 2 2 2

2

( ) ( ) 0,
( ) 0.

P A B B P P P A B B P A P A P B B P C C
P t

− −′ ′ ′ ′ ′ ′+ − γ + − γ + − + =
=

�
(12)

Система уравнений (11), (12) совпадает с аналогичной системой уравнений (43),
(45), полученной впервые в [3].

Подставив в (8) значение 2 2 2 20K B P B M′ ′= − + из (10), получим запись уравне-
ния (8) в следующем виде:

1 2 2 2 2 20 1 1 2 2 2 2 20

0 20 2 2 20 20 1 0 20 2 2 20 20
2

1 1 1 1 2 2 1

( ) ( )
( ) ( )

0, ( ) 0.

P A B B P B B M P P A B B P B B M
A B B P B B M P A B B P B B M

P B B P K K C C P T−

′ ′ ′ ′ ′+ − − + − − −
′ ′ ′ ′ ′− − − − − −

′ ′ ′−γ − − = =

�

 (13)

Решая систему уравнений (11), (13), получим затем искомые функции
* *( ), ( ).t tv x u x

Заключение

В работе получено решение задачи стохастического робастного H2/H∞-управ-
ления для случая, когда диффузионная компонента стохастического дифференци-
ального уравнения, описывающего систему управления, содержит внутренние
шумы системы, мультипликативные по состоянию и по управлению. Задача све-
лась к нахождению решения системы двух связанных дифференциальных уравне-
ний (11), (13) относительно матричных переменных 1 2( ) 0, ( ) 0.P t P t≤ ≥
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The paper discusses the stochastic linear H2/H∞-control problem with state and control de-
pendent noise. The solution of stochastic H2/H∞-control problem with finite horizon has close re-
lation to a pair of coupled Riccati-type equations.


