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ГАРАНТИРОВАННОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ
ПОРОГОВОГО АВТОРЕГРЕССИОННОГО ПРОЦЕССА

С УСЛОВНОЙ НЕОДНОРОДНОСТЬЮ1

Рассматривается модель пороговой авторегрессии первого порядка с ARCH-
шумами. Получены достаточные условия эргодичности процесса. Предло-
жены несмещенные гарантированные оценки авторегрессионных парамет-
ров и изучены их асимптотические свойства.
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Модель пороговой авторегрессии (TAR) относится к классу нелинейных авто-
регрессионных моделей. Основным ее свойством является зависимость параметра
авторегрессии от предыдущих значений процесса, в результате чего модель даже
первого порядка хорошо описывает процессы с явно асимметричным относитель-
но нуля распределением. В работе [1] рассмотрен процесс TAR(1), в которой зна-
чение параметра процесса зависит знака предыдущего наблюдения. Найдена об-
ласть эргодичности процесса и доказана состоятельность оценок параметров, по-
строенных с использованием метода наименьших квадратов, при условии сущест-
вования момента выше второго порядка для распределения шумов. При этом дис-
персия шума предполагалась постоянной. В [2] предложена последовательная
оценка для параметров процесса TAR(1)  с неизвестной дисперсией, где в качест-
ве критерия останова используется сочетание двух факторов: качества оценивания
и требуемое число наблюдений. Свойства оценок изучаются в асимптотической
постановке. В [3] условия эргодичности были найдены для процесса TAR(1) с за-
держкой, а в [4] аналогичная задача была рассмотрена для процесса с нескольки-
ми порогами. Позже были предложены и исследованы пороговые авторегресси-
онные модели с переменной дисперсией, которые применяются для описания
случайных процессов с эффектом кластерности. В частности, в [5] получены ус-
ловия эргодичности для широкого класса нелинейных моделей, дисперсия шума
которых зависит от предыдущих значений шумов.

В данной работе рассмотрена модель пороговой авторегрессии с условной не-
однородностью TAR/ARCH. Для нее найдены достаточные условия эргодичности
и предложены последовательные оценки параметров, обладающие гарантирован-
ным качеством и не требующие наличия у шумов моментов выше второго поряд-
ка. Исследованы асимптотические свойства построенных оценок.

1. Модель

Рассматривается случайный процесс пороговой авторегрессии с ARCH-шумами

{ } { }2
1 1 2 1; ; max 0, , min 0,n n n n n n n n n n nx x x x x x x x+ − + −

+ += λ + λ + σ ε σ = ω + α = = . (1)
                                                          
1 Работа выполнена в рамках государственного задания Минобрнауки РФ на проведение научных ис-
следований в Томском государственном университете на 2012−2014 годы, задание 8.4055.2011.
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где {εn} – последовательность независимых одинаково распределенных случай-
ных величин с нулевым средним, единичной дисперсией и известным распреде-
лением. Плотность распределения шумов положительна на всей числовой прямой,
симметрична относительно нуля не возрастает на промежутке [ )0,+∞ .

2. Область эргодичности процесса

В случае, когда дисперсия шума в модели (1) постоянна, т.е. nσ = σ , область
эргодичности процесса имеет следующий вид [1]:

1 2 1 21, 1, 1.λ < λ < λ λ < (2)
Согласно [6], достаточным условием для эргодичности марковского процесса

является существование неотрицательной измеримой функции ( )g x  и компакта
K, таких, что

( )[ ] ( )
( )[ ]

1

1

a) , 0, ;
b) , .

n n

n n

E g x x x g x c c x
E g x x x R x

+

+

= < − > ∉Κ
= < < +∞ ∈Κ

(3)

Предположим, что параметры процесса (1) удовлетворяют условию (2). Тогда
существуют такие положительные константы a и b, что

1 21, 1.a b
b a

− < λ < − < λ < (4)

Пусть компакт [ ],M MΚ = −  и функция ( )g x  имеет вид

( ) g x ax bx+ −= − . (5)
Если x ∈ Κ , то

( )[ ] ( )
( )

( )

( ){ }

2
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1 2 1

2
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2
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n
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bE x x x
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a ba b M M E
b a

+
+ −

+ +

−
+ −

+
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+

+

= = λ + λ + ω + α ε −

− λ + λ + ω + α ε ≤

≤ + λ + λ + ω + α ε ≤

⎛ ⎛ ⎞⎞≤ + + + ω + α ε < ∞⎜ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠

Таким образом, условие (3b) выполнено при

( ){ }2
11 max , n

a bR a b M M E
b a +

⎛ ⎛ ⎞⎞= + + + ω + α ε⎜ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠

.

Рассмотрим случай x ∉ Κ . Пусть x M> , тогда x x+ = , 0x− = . Введем обозна-

чение ( ) 2
1c x x x= −λ ω + α , тогда при ( )1n c x+ε >  имеем 2

1 1 0nx x +λ + ω + α ε > .
Обозначим плотность распределения шумов { }1n+ε  через ( )f z . Используя усло-
вия (4), получаем

( )[ ] ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
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2 2
1 1 1 1 1
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n n n n
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+ + +

+∞

−∞

= = λ + ω + α ε − λ + ω + α ε =

= λ + ω + α − λ + ω + α =∫ ∫
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∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫
Обозначим сумму двух последних слагаемых в этом выражении через ∆. Для вы-
полнения условия (3) требуется, чтобы величина ∆ была отрицательна. Используя

обозначение ( )
0

zf z dz
+∞

μ = ∫ , получаем

( ) ( ) ( ){ }2
1 1min 1 , 0a b x a b a x∆ = + μ ω + α − − λ λ + < ,

откуда следует условие эргодичности процесса

( ) ( ){ }
( )

( ) ( ){ }
( )

2 2 2 2
1 1 1 1

2 22 2

min 1 , min 1 , 1

1

a b a t

a b t

− λ λ + − λ λ +
α < =

+ μ + μ
,

где t b a= . Для получения как можно более широкой области эргодичности ве-
личину в правой части неравенства следует максимизировать по t . Она убывает с
ростом t .

Рассматривая аналогично случай x M< − , когда 0x+ = , x x− = , получаем

( )[ ] ( ) ( ) ( ){ }2
1 2 2min 1 , .n nE g x x x bx a b x b a b x+ = < − + + ω + α μ + − λ λ +

Условие эргодичности процесса принимает вид

( ) ( ){ }
( )

2 22
2 2

2 2

min 1 ,

1

t t

t

− λ λ +
α <

+ μ
.

Величина в правой части неравенства возрастает с ростом t .
Итак, получаем задачу оптимизации

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }{ }
( )

2 2 2 22
1 1 2 2

2 2

min min 1 , 1 ,min 1 ,
max

1 t

t t t

t

− λ λ + − λ λ +
→

+ μ
,

решение которой находится из условия

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2 2 2 22
1 1 2 2min 1 , 1 min 1 ,t t t− λ λ + = − λ λ + .

Поскольку 0t > , учитывая (4), имеем

1 1 1 1 1 11 1 при 0; 1 1 при 0;t t− λ ≤ λ + λ ≥ λ + < − λ λ <

( ) ( )2 2 2 2 2 21 при 0; 1 при 0.t t t t− λ ≤ λ + λ ≥ λ + < − λ λ <

Рассмотрим 4 области значений параметров [ ]1 2,λ λ .
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Область 1. 1 20, 0λ ≥ λ ≥ . Тогда решение задачи () находится из условия
( )1 21 1t− λ = − λ  и условие эргодичности принимает вид

( ) ( )
( )

2 2
1 2

2 2
1 2

1 1

2

− λ − λ
α <

− λ − λ μ
.

Область 2. 1 20, 0λ ≥ λ < . Тогда решение задачи () находится из условия

1 21 t− λ = λ +  и условие эргодичности принимает вид

( )
( )

2
1

2 2
1 2

1

2

− λ
α <

− λ − λ μ
.

Область 3. 1 20, 0λ < λ ≥ . Тогда решение задачи () находится из условия
( )1 21 1t tλ + = − λ  и условие эргодичности принимает вид

( )
( )

2
2

2 2
1 2

1

2

− λ
α <

− λ − λ μ
.

Область 4. 1 20, 0λ < λ < . Тогда решение задачи () находится из условия

1 21t tλ + = λ +  и условие эргодичности принимает вид

( )
( )

2
1 2

2 2
1 2

1

2

− λ λ
α <

− λ − λ μ
.

Итак, объединяя четыре области, получаем

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2
1 2

min 1 , 1 , 1 , 1 1
.

2

− λ λ − λ − λ − λ − λ
α < α =

− λ − λ μ
� (6)

Если константа M выбирается из условия 2Mω < α − α� , то условие (3a) выпол-
нено для [ ],M MΚ = − .

3. Построение оценок параметров

Рассмотрим задачу оценивания параметров [ ]1 2,λ λ . Предположим сначала,
что параметры [ ],ω α  являются известными. Тогда, используя оценку, предло-
женную в [7] для авторегрессионных процессов, получаем

1 2

1 ,1 1 2 ,2 1
1 1

1 1ˆ ˆ; .n n n n n n
n n

v x x v x x
H H

τ τ
+ −

+ +
= =

λ = λ =∑ ∑
Моменты [ ]1 2,τ τ  – это случайные моменты остановки, определяемые из условий

( )( ) ( )( )2 22 2
1 2

1 1
min 0 : ; min 0 : ,

t t

n n n n
n n

t x x H t x x H+ −

= =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
τ = > ω + α > τ = > ω + α >⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∑ ∑

H – положительный параметр процедуры оценивания. Весовые коэффициенты
{ },1 1n n
v

≥
, { },2 1n n

v
≥

 принимают значение единицы на интервалах [ ]11, 1τ −  и

[ ]21, 1τ −  соответственно, а коэффициенты в моменты [ ]1 2,τ τ  находятся из условий
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( )( ) ( )( )
1 22 22 2

,1 ,2
1 1

; .n n n n n n
n n

v x x H v x x H
τ τ

+ −

= =
ω + α = ω + α =∑ ∑

Выбор момента остановки и весовых коэффициентов гарантирует, что оценки ()
являются несмещенными и их дисперсии ограничены величиной 1 H .

Если параметры [ ],ω α  неизвестны, то процесс (1) является авторегрессион-
ным процессом с неизвестной и неограниченной дисперсией шума. Чтобы при-
вести его к удобному для исследования виду, введем обозначение

{ }max 1,n nm x=  и поделим уравнение (1) на величину nm . Получим процесс
вида

2

1 1 ,1 2 ,2 1 ,1 ,2; , , ,n n n
n n n n n n n n

n n n

x x x
y y y y y

m m m

+ −

+ +
ω + α

= λ + λ + γ ε = = γ = (7)

дисперсия шума которого ограничена сверху, т.е. 2
nγ ≤ ω + α . Для устранения

влияния неизвестной константы зададимся некоторым начальным объемом вы-
борки N . На этом промежутке модифицируем процесс следующим образом. Вве-
дем обозначение { }min 1,n nm x=�  и поделим уравнение (1) на величину nm�  (что-
бы это было возможно, выберем промежуток, где все nm�  существенно отличны
от нуля). Получим процесс вида

2

1 1 ,1 2 ,2 1 ,1 ,2; , , ,n n n
n n n n n n n n

n n n

x x x
y y y y y

m m m

+ −

+ +
ω + α

= λ + λ + γ ε = = γ =� �� � � � �
� � �

и построим специальный компенсирующий множитель NΓ
1

2 2

1 1
, .

N N

N N n N n
n n

C y C E
−

= =

⎛ ⎞
Γ = = ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑�

Плотность распределения ( )f x  шумов { } 1n n≥ε  должна быть такова, чтобы вели-
чина NC  была определена для некоторого значения N . Типы таких плотностей
рассмотрены в [8].

Определим оценки параметров [ ]1 2,λ λ  следующим образом:

, , 1
1

1ˆ , 1, 2
i

i n i n i n
N n N

v y y i
H

τ

+
= +

λ = =
Γ ∑ , (8)

где моменты остановки определяются из условий

2
,

1
min :

t

i n i N
n N

t N y H
= +

⎧ ⎫
τ = > > Γ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ . (9)

Весовые коэффициенты { }, 1n i n
v

≥
 принимают значение единицы на интервалах

[ ]1, 1iτ −  соответственно, а коэффициенты в моменты [ ]1 2,τ τ  находятся из условий

2
, ,

1
.

i

n i n i N
n N

v y H
τ

= +
= Γ∑ (10)

Свойства оценок сформулированы в следующей теореме.
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Теорема 1. Для процесса (1), удовлетворяющего условиям (6), моменты оста-
новки (9) конечны почти наверное. Оценки (8) являются несмещенными. Диспер-
сия каждой оценки ограничена сверху величиной

( )2 1ˆ , 1, 2i iE i
H

λ − λ ≤ = . (11)

Доказательство. Для доказательства конечности моментов остановки (9) тре-

буется показать, что ряды 2
,

1

t

n i
n N

y
= +
∑  расходятся. Если ряды сходятся, то для лю-

бой положительной константы δ

2
, 0n i k

n k
P y

∞

→∞
=

⎧ ⎫
> δ ⎯⎯⎯→⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ .

Имеем для случая 1i =

{ } ( )
{ } { }

{ }
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2
,1 2

2
1 1 2 1 1

1 1 2 1

2
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max 1,

.

n
n n
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n n n n
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n

n

x
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x

P x x x

x x
P

x

+

+ −
− − −

+ −
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⎧ ⎫
⎪ ⎪> δ = > δ = > δ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

= λ + λ + ω + α ε > δ =

⎧ ⎫δ − λ + λ⎪ ⎪= ε >⎨ ⎬
ω + α⎪ ⎪⎩ ⎭

Поскольку плотность распределения величин {εn} отлична от нуля на всей число-
вой прямой, и процесс является эргодическим, эта вероятность не стремится к ну-
лю. Случай 2i =  рассматривается аналогично.

Рассмотрим оценку (8). Из уравнения (7), учитывая, что ,1 ,2 0n ny y = , получаем

( ), , 1 , , 1 ,1 2 ,2 1
1 1

2
, , , , 1
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λ
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∑ ∑

∑ ∑
Из определения весовых коэффициентов (10) следует, что первое слагаемое равно

iλ . Рассмотрим второе слагаемое. Введем усеченный момент остановки
{ }min ,i i Tτ = τ  и обозначим через { }0 1, , ,n nF x= σ ε ε…  сигма-алгебру, порожден-

ную случайными величинами { }0 1, , , nx ε ε… . Используя свойства условных мате-
матических ожиданий, получаем, что
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, , 1 , , 1
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1
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= γ χ ε =

∑ ∑

∑

Поскольку i iτ → τ  при T → ∞ , получаем, что математическое ожидание второго

слагаемого равно нулю, и ˆ .i iEλ = λ
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Найдем теперь дисперсию оценки. Используя свойства условных математиче-
ских ожиданий, получаем
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Учитывая, что , 1n iv ≤ , имеем
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Введем обозначение 2
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Поскольку плотность распределения шумов {εn} симметрична относительно нуля,
для этих величин справедливо неравенство [9]
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Отсюда, учитывая, что 2
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Следовательно,
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Повторяя проведенные рассуждения для величин { }1 1, , ,NS S− …  приходим к нера-
венству
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Итак, для компенсирующего множителя имеем
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Отсюда и из (12) следует утверждение (11) теоремы.

4. Асимптотические свойства оценок

Рассмотрим свойства оценок (8) при больших значениях параметра H. Нам по-
требуется следующий результат.
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Можно показать, используя (7)–(11), что случайные величины
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Теорема 2. При достаточно больших значениях H для оценок (7) при H dδ > ,
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где ( )xΦ  – функция стандартного одномерного нормального распределения.
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Доказательство. Согласно изложенному выше,
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где ( )ηϕ ⋅  – плотность нормального распределения с нулевым средним и диспер-
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Рассмотрим второе слагаемое правой части (14). Используя неравенство (13) и ус-
ловие 2

nγ ≥ ω + α� , имеем
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Отсюда и из (15) следует утверждение теоремы.

Заключение

В работе рассмотрен процесс пороговой авторегрессии первого порядка с ус-
ловной неоднородностью. Найдены достаточные условия эргодичности процесса.
Получены последовательные оценки авторегрессионных параметров при условии,
что все параметры процесса неизвестны. Предложенные оценки являются несме-
щенными и обладают ограниченной дисперсией, зависящей от выбора параметра
процедуры оценивания. Исследованы асимптотические свойства предложенных
оценок.
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A nonlinear autoregressive model TAR/ARCH(1,1) was considered. In the model the value of
the autoregressive parameter and the noise variation depend on the value of the process in the
previous moment. Sufficient conditions of the ergodicity of the process were obtained. Estimators
of the autoregressive parameters if all the process parameters are unknown were constructed. The
estimators are unbiased and their variations are bounded from above by values depending of the
estimation procedure parameter. Asymptotic properties of the estimators were investigated.


