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Для неизвестной функции интенсивности отказов и ее производных рас-
сматривается класс непараметрических оценок ядерного типа. Доказывается
сходимость предложенных оценок по распределению и в среднеквадратиче-
ском к неизвестной функции интенсивности и ее производным.
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Проектирование, изготовление и эксплуатация сложных технических и про-
граммных систем требует обеспечения их надежности как одного из свойств сис-
тем выполнять требуемые функции. С проблемой обеспечения надежности часто
сталкиваются исследователи, которым необходимо оценивать надежность создан-
ных опытных образцов приборов, установок и составляющих их элементов.
В данной работе при расчете надежности элементов системы и прогнозировании
отказов предлагается использовать наиболее полную характеристику надежности
невосстанавливаемых элементов, которая называется функцией интенсивности
отказов и имеет вид

( ) ( )( ) ,
1 ( ) ( )

f x f xx
F x s x

λ = =
−

(1)

где ( )F x  – функция распределения отказов невосстанавливаемого элемента;
( ) 1 ( )s x F x= −  – функция надежности; ( ) ( ) ( )f x F x s x′ ′= = −  – плотность распре-

деления, 0.x ≥  Функция интенсивности ( )xλ  характеризует локальную надеж-
ность элемента в каждый данный момент времени x  и позволяет оценить вероят-
ность отказа за некоторый промежуток времени при условии, что до этого момен-
та отказов не было. Таким образом, величина ( )x dxλ  представляет собой услов-
ную вероятность отказа элемента в интервале ( , )x x dx+ , при условии, что до мо-
мента x  отказов не было. Заметим, что при расчете надежности системы удобно
пользоваться известными значениями интенсивностей отказов элементов, так как
получаемые при этом формулы просты и удобны для инженерной практики [1].

Более полной по сравнению с ( )xλ  характеристикой надежности невосстанав-
ливаемого элемента может служить тройка { }( ), ( ), ( ) ,x x x′ ′′λ λ λ  где ( )x′λ  –
первая производная функции интенсивности, которая выражается формулой

2

2
( ) ( ) ( )( )

( )
f x s x f xx

s x
′ +′λ = (2)

и определяет скорость изменения функции интенсивности в точке ,x  а производ-
ная второго порядка имеет вид
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и может использоваться при исследовании степени гладкости ( ).xλ

1. Синтез оценок

Пусть 1,..., nX X  – моменты отказов совокупности исследуемых элементов.
Цель работы состоит в построении оценок тройки { }( ), ( ), ( )x x x′ ′′λ λ λ  по на-

блюдениям { }0, 1,iX i n> =  в условиях непараметрической априорной неопре-

деленности, когда о функциях ( )F x , а следовательно, и ( )s x  имеются сведения
только общего характера. В качестве непараметрических оценок подстановок
тройки { }( ), ( ), ( )x x x′ ′′λ λ λ  в соответствии с (1) – (3) и [2] возьмем 
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∑  ( )K u  – трижды дифференцируемая, строго монотонно

убывающая функция, такая, что ( ) 1,K −∞ =  ( ) 0;K ∞ =  последовательность чисел

0;nh ↓  { }0, 1,iX i n> =  – выборка независимых и одинаково распределенных

случайных величин из генеральной совокупности с функцией выживаемости ( );s x
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Здесь ( )ns x  – гладкая эмпирическая функция выживаемости; (0)( ) ( )n nf x f x=  –

непараметрическая ядерная оценка плотности распределения; (1)( ) ( )n nf x f x′ =  и
(2)( ) ( )n nf x f x′′ =  – соответственно оценки первой и второй производных плотности

распределения.

2. Асимптотическая нормальность

При построении интервальных оценок заданной надежности для функции
интенсивности и ее производных необходимо знать предельное распределение
статистик ( )n xλ , ( )n x′λ  и ( )n x′′λ . Выясним, при каких условиях данные статисти-
ки имеют асимптотически нормальные распределения. Введем обозначения: ⇒  –
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символ сходимости по распределению; 2{ , }aΝ σ  – нормальное распределение с

параметрами 2, ;a σ  ( )2( )( ) ( ) .rL r K u du
∞

−∞

= ∫
Теорема 1. Пусть выполняются условия:

1) ( ) 0,s x > ( ) 0;xλ >
для 1, 2r = :

2) функции ( 2) ( 1)( 1) ( ) ( )r rr f x f x− −− +  абсолютно непрерывны на 1;R

3) при ,x →∞  0α >  ( ) ( )( ) , 1 ( ) ;K x o x K x o x−α −α= − − =  при x → ±∞

( )( ) ( ) ;rrK x o x −α−=

4) для всех 1x R∈  производные ( ) ( ), 1, 2,j rf j+ ⋅ =  непрерывны;

5)
1

( )sup ( ) , 0, 2;j r

x R
f x j+

∈
< ∞ =

для 0,1, 2r = :

6) ( )1 2 2lim max , 0,r
n n nn

nh h h+ α

→∞
=  1 2

1lim 0;n rn
n

h
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7) (1 ) .L r+ < ∞

Тогда при n →∞

1 2 ( ) ( ) ( ) (1 )( ) ( ) 0, ,
( )

r r r
n n

x L rnh x x
s x

+ λ +⎧ ⎫⎡ ⎤λ − λ ⇒ Ν⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎩ ⎭
 0,1, 2.r = (7)

Доказательство. Справедливость выражения (7) при 0r =  следует из теоре-
мы 4 [3] при 0,nδ =  ,n na h=  2,m =  1,l = η = ρ = ν =  а при 1r =  и 2r =  – из тео-
ремы 2.10.1 [4].

На основе выражения (7) можно построить интервальные оценки для функции
интенсивности ( ).xλ  Например, интервальная оценка надежности 1−α  имеет
следующий вид [5]:

2 2

1 1
2 2

( ) (1) ( ) (1)
( ) ( ) ( ) ,

2 2
n n

n n
n n

s x L s x L
x U x x U

nh nhα α
− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
λ − < λ < λ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(8)

где 
1

2

U α
−

 – квантиль уровня 1
2
α

−  стандартного нормального распределения. Вы-

вод формулы (8) имеется в [5] и разделе 9.9 [6].

3. Среднеквадратическое отклонение

Одной из основных точностных характеристик оценки является ее средне-
квадратическое отклонение (СКО) от истинного значения. При нахождении СКО
оценок подстановок ( )n xλ , ( )n x′λ  и ( )n x′′λ  возникают трудности, обусловленные
их возможной неограниченностью, например, когда оценки знаменателей в

( )n xλ , ( )n x′λ  и ( )n x′′λ  принимают значения равные нулю. В связи с этим рас-
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смотрим следующие кусочно-гладкие аппроксимации оценок ( ) ( ), 0,1, 2 :r
n x rλ =

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ( , ) ( ) (1 ( ) ) ,
rrr r r

n r r r n r nx x x x
ρτ

Φ λ δ = Φ δ = λ + δ λ� (9)

где 0, 0, 1, 0.r r r r rτ > ρ > ρ τ ≥ δ >
Введем обозначения: ( )1 ,...,n n snt t t=  – векторная статистика с компонентами

1( ) ( ; ,..., ),jn jn jn nt t x t x X X= =  1, ;j s=  2 2
1 ...n n snt t t= + +  – евклидова норма век-

тора ,nt  1( ) ( ( ),..., ( ))sx x xϕ = ϕ = ϕ ϕ  – ограниченная вектор-функция; nR  – n-мер-

ное евклидово пространство; n nM t E t ν
ν = −ϕ  – момент порядка ν  нормы от-

клонения оценки ( )nt x  от функции ( )xϕ  в точке .x
Определение. Функция ( )H z  принадлежит классу , ( ),sνΓ ϕ  если

1( ) : sH z R R→  и для некоторой фиксированной точки x функции ( )xϕ = ϕ  суще-

ствует ε -окрестность { }: , 1, ,i iz z i sσ = −ϕ < ε =  в которой ( )H z  и все ее част-
ные производные до ν -го порядка включительно непрерывны и ограничены.

Функцию, удовлетворяющую определению, будем обозначать ,( ) ( ).sH ν⋅ ∈Γ ϕ

Пусть N  – множество натуральных чисел. Введем для тройки ( ), , ,k mτ  где
, ,k m N∈  множество

( ) [ ]{ }0( ) , : ( ) 2 ( 1) 0, 3, 1; 2 , 2 .T m k m k m k m m k k k= τ τ≥τ = − − > ≥ = = ≥

При нахождении СКО оценок нам потребуется следующий результат из [7],
который сформулируем ниже в виде теоремы 2.

Пусть функция 1( ) : sH R Rϕ →  и ( )1( ) ( ),..., ( )sx x xϕ = ϕ = ϕ ϕ  – ограниченная

вектор-функция; ( )1( ) ( ),..., ( ) ,sH H H∇ ϕ = ϕ ϕ  ( ) ( ) / , 1,j j z
H H z z j s

=ϕ
ϕ = ∂ ∂ = ;

С – неотрицательная постоянная.
Теорема 2. Пусть выполняются условия:
1) 2,( ) ( );sH z ∈Γ ϕ

2) для некоторого 3, ,m m N≥ ∈ ( )2 ;m
m n nM t O d −=

3) 1;n nCd −δ = δ =
4) ( ) 0H ϕ ≠  или .Nτ∈
Тогда для любых ( ), ( )k T mτ ∈

( 1) 2( , ) ( ) ( )( ) ( ).
kk T k

n n nE t H E H t O d − +⎡ ⎤Φ δ − ϕ − ∇ ϕ −ϕ =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
� (10)

Чтобы использовать формулу (10), необходимо, согласно условию 2, знать по-
рядок сходимости к нулю четвертого момента оценок ( ),ns x  ( ),nf x  ( )nf x′  и

( ).nf x″  Эти результаты приводятся ниже в виде лемм 1 и 2.
Лемма 1. Пусть выполняются условия:
1) в точке x  функция надежности ( )s ⋅  непрерывна;

2) ( )( ) ,K x o x −α=  ( )1 ( )K x o x −α− − =  при ,x →∞  0;α >
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3) последовательность чисел ( )1 2 .nh O n− α=  при ,n →∞  0.α >

Тогда

( )4 4 2
4 ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) .n n nM s x E s x s x E s x s x O n−= − = − =  (11)

Доказательство. Привлекая при 4p =  и 2m =  неравенство

1

1 1
,

pm m
pp

i i
i i

a m a−

= =

⎛ ⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  1p > ,

имеем ( ) ( ) ( )4 43 4( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ,n n n nE s x s x E s x Es x b s x⎡ ⎤− ≤ − +⎣ ⎦
где ( )( ) ( ) ( )n nb s x Es x s x= −  – смещение оценки ( ).ns x  Согласно [8, с. 379−380],

( ) ( )4 2( ) ( ) ,n nE s x Es x O n−− =  а согласно лемме 2 [3], смещение

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2( ) .n nb s x O h O n O n
αα − α −⎡ ⎤= = =⎣ ⎦

Отсюда следует справедливость соотношения (11).
Теперь найдем порядок сходимости четвертого момента нормы отклонения

оценок ( ) ( ),r
nf x  0,1, 2r = , от истинных функций ( ) ( ).rf x  Обозначим

2 (1) ( ) .T u K u du
∞

−∞

= ∫
Лемма 2. Пусть выполняются условия:

1) ( ) 0,K u′ ≤  ( ) ( ),K u K u′ ′= −  sup ( ) ,
u

K u′ > −∞  ( ) 1,K u du
∞

−∞

′ = −∫  ;T < −∞

2) при ,x →∞  ( ) ( )2 2( ) , 1 ( ) ;K x o x K x o x− −= − − =

для 0,1, 2r = :
3) для всех 1x R∈  производные 2 ,1( ) ( );r

rf x+⋅ ∈Γ

4)
1

( )sup ( ) , 0, 2;j r

x R
f x j+

∈
< ∞ =

5) 1 2
1lim 0;n rn
n

h
nh +→∞

⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
для 1, 2r =  выполняются дополнительные условия:

 6) функции ( 2) ( 1)( 1) ( ) ( )r rr f x f x− −− +  абсолютно непрерывны на 1;R

7) ( ) ( 1)| ( ) | ( 1) | ( ) | ;r rK u du r K u du
∞ ∞

−

−∞ −∞

+ − < ∞∫ ∫

8) при x → ±∞  ( )3( ) ;K x o x −′ =

для 2r =  выполняется условие:
9) при x → ±∞  ( )4( ) .K x o x −′ =
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Тогда при n →∞

( )
2

44( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 4
4 1 2

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,r r r r r
n n n nr

n

M f x E f x f x E f x f x O h
nh +

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟= − = − = +⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

0, 1, 2.r =  (12)

Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве леммы 1 данной работы,
и учитывая, что в силу леммы 3.2.3 [9] ( ) ( )( )4 2( ) ( ) ,n nE f x f x O nh −− =  а в силу

леммы 2.2.2 [10] ( ) ( )2( ) ,n nb f x O h=  получаем выражение (12) для 0.r =  Случай

1r =  и 2r =  следует из лемм 2.4.4 и 2.5.6 [4].
Найдем СКО оценок ( ),n xλ  ( )n x′λ  и ( )n x′′λ .

Теорема 3. Пусть для 0,1, 2r =  выполнены следующие условия:
1) ( ) 0;s x >
2) выполнены условия лемм 1 и 2;

3) 4
1 2
1 ;r nr
n

h
nh +

⎛ ⎞
δ = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
4) ( ) ( ) 0.r xλ ≠
Тогда для любых ( ), 2 ( )r T mτ ∈  при 0,1r =

( )

( ) ( )

2( ) ( )
1 2

2(2 )2 4 22 (2) (3) (2)
2

3
24

1 2

( ) (1 )( ), ( )
( )

( ) ( )4 ( ) ( ) ( ) ( )
4 ( )( )

1 ,

r r
n r r

n
r

n

nr
n

x L rE x x
nh s x

f xT h xr x f x f x f x
s xs x

O h
nh

+

+

+

λ +⎡ ⎤Φ λ δ −λ − −⎣ ⎦

⎛ ⎞
λ⎡ ⎤⎜ ⎟− + λ + =⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
(13)

а при 2r =

( ) ( ) ( )

( )

2(4)2 4 22 2(2) (2) (3)
2 5 2 2

(1) 2
(4) (3) (4) (4) (2)

2 4

2(1) 2
(2)

3

( )( ) (3) ( )( ), ( ) 9 ( )
4( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( )6 ( ) ( ) ( ) 6 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 2 ( )9 ( )
( )

n
n

n

f xT hx L xE x x f x
nh s x s x s x

x f x s x f xf x f x f x f x f x
s x s x

f x s x f x f x
s x

⎡
λ λ⎢⎡ ⎤Φ λ δ −λ − − + +⎣ ⎦ ⎢

⎢⎣

λ +
+ + +

⎛ ⎞+
+ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

(1) 22 (3) (2)
3

18 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

x f x s x f x f x f x
s x s x

⎛ ⎞ ⎤λ +
+ =⎜ ⎟ ⎥

⎝ ⎠ ⎦
3
24

5
1 .n

n

O h
nh

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
(14)
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Доказательство. Покажем справедливость соотношения (13). Для случая
0r =  в обозначениях условий теоремы 2 имеем: 2;s =  1 2( , );z z z=  1 2( ) / ;H z z z=

1 2( , ) ( , );n n n n nt t t f s= =  1 2( , ),ϕ= ϕ ϕ  1 ( ),f xϕ =  2 ( );s xϕ =  2;k =  ( )4 .n n nd O nh h−= +

Возьмем 0 4m m= =  и покажем, что ( )2
4 , .n n nM f s O d −=  Это сразу следует

из соотношения (11) и соотношения (12) (при 0r = ) и неравенства
[ ]4 4 4, 2 .n n n nM f s M f M s≤ +

Далее, так как ( ) 0,s x >  а при 2 0z >  функция 1
2,2

2
( , ),

z
f s

z
∈Γ  то все условия,

необходимые для выполнения соотношения (10), для оценки (0) ( ) ( )n x xλ = λ  при

0 4τ > τ =  выполнены.

Аналогично для 1r =  имеем: 3;s =  1 2 3( , , );z z z z=  
2

3 2 1
2
2

( ) ;
z z z

H z
z
+

=

1 2 3( , , ) ( , , );n n n n n n nt t t t f s f ′= =  1 2 3( , , ),ϕ = ϕ ϕ ϕ  1 ( ),f xϕ =  2 ( ),s xϕ =  3 ( );f x′ϕ =

( )3 4 ,n n nd O nh h−= +  2.k =  Ясно, что

[ ]4 4 4 4, , 4 .n n n n n nM f s f M f M s M f′ ′≤ + +

Теперь соотношение 4
4 3

1, ,n n n n
n

M f s f O h
nh

⎛ ⎞
′ = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 вытекает из (11) и выражения

(12) при 0,1.r =
Перейдем к соотношению (14). По аналогии с доказательством (13) в обозна-

чениях теоремы 2 имеем: 4;s =  1 2 3 4( , , , );z z z z z=  
2 3

4 2 1 3 2 1
3
2

3 2
( ) ;

z z z z z z
H z

z
+ +

=

1 2 3 4( , , , ) ( , , , );n n n n n n n n nt t t t t f s f f′ ″= =  1 2 3 4( , , , ),ϕ = ϕ ϕ ϕ ϕ  1 ( ),f xϕ =  2 ( ),s xϕ =

3 ( ),f x′ϕ =  ''
4 ( );f xϕ =  ( )5 4 ,n n nd O nh h−= +  2.k =  Ясно, что

4 4 4 4 4, , , 8 .n n n n n n n nM f s f f M f M s M f M f′ ″ ′ ″⎡ ⎤≤ + + +⎣ ⎦

Теперь соотношение 4
4 5

1, , ,n n n n n
n

M f s f f O h
nh

⎛ ⎞′ ″ = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 вытекает из (11) и выра-

жения (12).

Заключение

Асимптотическая нормальность простых оценок подстановок (4), (5) и (6) по-
зволяет исследователям и экспериментаторам строить для функции интенсивности

( )xλ  интервальные оценки (8) заданной надежности в условиях неопределенности.
Классические подходы не позволяют находить важные точностные характери-

стики оценок подстановок (4), (5) и (6) – их СКО. В работе построены кусочно-
гладкие аппроксимации для ( ),n xλ  ( )n x′λ  и ( ),n x′′λ  задаваемые выражением (9),
для которых найдены главные части асимптотических СКО (формулы (13) и (14)).
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A class of nonparametric plug-in estimators for an unknown hazard function
( ) ( ) ( )x f x s xλ = and its derivative is suggested. Here ( )s x  is a survival function, ( ) ( )f x s x′= −

is a probability density, 0.x ≥  Distribution convergences of the proposed estimates ( ),n xλ

( )n x′λ  and ( )n x′′λ  to the unknown hazard function ( )xλ  and its derivatives ( )x′λ  and ( )x′′λ  are

proved. The piecewise smooth approximations for ( ),n xλ  ( )n x′λ  and ( )n x′′λ  are constructed and
the MSEs for this approximations are found.


