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1. Постановка задачи

В области D , ограниченной отрезками прямых

1= 0, = ,x y h−  1 1 1= , = , = , = 0 ( , , , > 0)x y h x y h h−A A A A ,
рассмотрим задачи сопряжения для уравнений

1 1 1 1( ) = 0, ( , )xxx xy xL u u u a u d u x y D≡ − + + ∈ ; (1)

2 2 2 2 2 2 2( ) = 0, ( , )xxy xx xy x yL u u a u b u c u d u e u x y D≡ + + + + + ∈ ; (2)

3 3 3 3 3 3 3( ) = 0, ( , ) ,xyy xy yy x yL u u a u b u c u d u e u x y D≡ + + + + + ∈ (3)

где , , , , , = 1,3, = 2,3,i i j j ja d b c e i j  – заданные функции, а 1 = ( > 0, > 0),D D x y∩

2 3= ( > 0, < 0), = ( < 0, > 0)D D x y D D x y∩ ∩ .
Уравнения (1) – (3) представляют собой канонические виды линейных

уравнений третьего порядка по классификации работы [1]. Такие уравнения часто
называются псевдопараболическими по характеру свойств решений [2, 3].
Частные случаи рассматриваемых уравнений встречаются при изучении
поглощения почвенной влаги растениями [4].

Пусть n mC +  означает класс функций, имеющих производные /r s r sx y+∂ ∂ ∂
( = 0,1,..., ; = 0,1,..., )r n s m  .

Относительно коэффициентов предполагаем следующее:
2 0 1 1

1 2 21 1 2 2 2 2
1 1 0 2

3 33 3 3 3
1 0 0 1

, ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),
( ) ( ), ( ) ( ),
( ) ( ), ( ) ( ), ( ), = 2,3.j j jj j j j j

a d C D a C D C D b C D C D
a C D C D b C D C D
c C D C D d C D C D e C D j

+ +

+ +

+ +

∈ ∈ ∩ ∈ ∩
∈ ∩ ∈ ∩
∈ ∩ ∈ ∩ ∈

(4)

Задача 1. Найти функцию
1 1 2 1 1 2 3 0

1 2 3( , ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] ,ju x y C D C D C D C D C+ + + +∈ ∩ ∪ ∪ ∩  = 1, 2,3i ,

удовлетворяющую уравнениям (1), (2) и (3) в областях 1D , 2D  и 3D
соответственно, краевым условиям

1 1 2( , ) = ( ), ( , ) = ( ),0u y y u y y y h− ϕ ϕ ≤ ≤A A ; (5)

1 2 1(0, ) = ( ), (0, ) = ( ), 0xu y y u y y h yχ χ − ≤ ≤ ; (6)
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1 2 1( ,0) = ( ), ( ,0) = ( ), 0yu x x u x x xψ ψ − ≤ ≤A (7)

и условиям сопряжения
( , 0) = ( , 0), ( , 0) = ( , 0), 0y yu x u x u x u x x− + − + ≤ ≤ A ; (8)

( 0, ) = ( 0, ), ( 0, ) = ( 0, ), 0 ,x xu y u y u y u y y h− + − + ≤ ≤ (9)

где ( ), ( ), ( ) ( = 1, 2)i i iy y x iϕ χ ψ  – заданные гладкие функции, причем
2 1

1 2
1 1

1 1

( ) [0, ], ( ) [0, ],
( ) [ ,0], ( ) [ ,0]( = 1, 2);i i

y C h y C h
y C h x C i

ϕ ∈ ϕ ∈
χ ∈ − ψ ∈ −A

(10)

1 1 1 1 1 2 1

1 2 2 2

(0) = ( ), (0) = (0), (0) = (0),
(0) = (0), (0) = (0).

′ϕ ψ − ψ χ ψ χ
′ ′ ′ψ χ ψ χ

A (11)

Уравнения (1) – (3) в совокупности с условиями сопряжения (8) и (9) являются
уравнениями смешанного типа с двумя линиями изменения типа в области D  [5].
Задачи сопряжений для уравнений второго порядка с двумя линиями изменения
типа рассмотрены в работах [6−8]. Методом функции Римана изучены краевые
задачи для уравнения вида (2) в работах [9, 10]. Построение функции Римана и
корректные краевые задачи для дифференциальных уравнений со старшими
частными производными рассмотрены в работах [11−15].

Введем следующие обозначения:

1 1( , 0) = ( , 0) = ( ), ( , 0) = ( , 0) = ( ), 0y yu x u x x u x u x x x− + τ − + ν ≤ ≤ A ; (12)

2 2( 0, ) = ( 0, ) = ( ), ( 0, ) = ( 0, ) = ( ), 0 ,x xu y u y y u y u y y y h− + τ − + ν ≤ ≤ (13)

где 1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( )x y x yτ τ ν ν  – пока неизвестные функции.

2. Представление решения задачи 1 в области D2

Рассмотрим в области 2D  задачу Гурса для уравнения (2) с условиями (6) и

1( ,0) = ( ),0 .u x x xτ ≤ ≤ A (14)
Решение этой задачи представим через функции Римана [9, 10]. С этой целю

рассмотрим тождество
*

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) = [ ( )
] [ ( ) ] ,

L u uL u u a u a u
b u c u u b u d u

ξη ξη ξ ξ

η ξ ξ ξ ξ η

υ − υ υ + υ + υ − υ +
+ υ + υ − υ + υ − υ

(15)

где *
2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .L a b c d eξξη ξξ ξη ξ ηυ ≡ −υ + υ + υ − υ − υ + υ

Пусть *
1 ( , )B x y  – произвольная точка области 2D . Интегрируя равенство (15)

по области *
2 = {( , ) : 0 < < , < < 0}D x y x yξ η , имеем

*
2 2 2 2

* *
2 2

2 2 2 2

[( ( ) ( )] = [ ( ) ]

[ ( ) ] .
D D

L u uL d d u b u d u d

u u a u a u b u c u d

ξ ξ ξ

∂

ξη ξη ξ ξ η

υ − υ ξ η υ + υ − υ ξ +

+ υ + υ + υ − υ + υ + υ η

∫∫ ∫
(16)

Пусть ( , ; , )x yυ ξ η  – является решением задачи Гурса
* *
2 2( ) = 0, ( , ) ,L Dυ ξ η ∈ (17)
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= = 2( , ; , ) | = 0, ( , ; , ) | = exp ( , ) , 0x x
y

x y x y a x t dt y
η

ξ ξ ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟υ ξ η υ ξ η ≤ η ≤
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ; (18)

= 1( , ; , ) | = ( , ; ), 0 ,yx y x y xηυ ξ η θ ξ ≤ ξ ≤ (19)

где 1( , ; )x yθ ξ  – решение следующей задачи Коши:

2 2

= =

( , ; , ) [ ( , ) ( , ; , )] ( , ) ( , ; , ) = 0,0 < < ,
( , ; , ) | = 0, ( , ; , ) | = 1.x x

x y y b y x y y d y x y y x
x y y x y y

ξξ ξ

ξ ξ ξ

υ ξ − ξ υ ξ + ξ υ ξ ξ
υ ξ υ ξ

(20)

Задача (17) – (19) решается эквивалентным сведением к интегральному
уравнению Вольтерра вида

2

( , ; , ) =

( , , ) ( , ; , ) ( , ) ( , ; , ) ( , , ) ( , ; , ) ,
x y x y

x y x

B s x y s ds a t x y t dt ds C s t x y s t dt
ξ η ξ η

υ ξ η ξ − +

+ ξ η υ η + ξ υ ξ + ξ υ∫ ∫ ∫ ∫ (21)

где 2 2 2 2( , , ) = ( , ) ( ) ( , ), ( , , ) = ( , ) ( ) ( , )B s b s s d s C s t c s t s e s tξ η η − ξ − η ξ − + ξ − , которое

допускает единственное решение из класса 2 1 *
2( )C D+ .

Тогда из (16) получим представление решения задачи 1 в области 2D :

1 1 1
0

1 1 2 1 2 1 1
0

( , ) = ( , ; ,0) ( ) ( , ; ) ( )

[ ( , ; ) ( ) ( , ;0, ) ( ) ( , ; ) ( ) ( , ; ) ( )] ,

x

y

u x y x y x x A x y d

B x y x y C x y E x y d

ξυ τ + ξ τ ξ ξ +

′ ′+ η χ η − υ η χ η + η χ η + η χ η η

∫

∫
(22)

где 1 2 2( , ; ) = ( , ; ,0) [ ( ,0) ( , ; ,0)] ( ,0) ( , ; ,0),A x y x y b x y d x yξξ ξξ −υ ξ + ξ υ ξ − ξ υ ξ

1 2( , ; ) = ( , ;0, ) (0, ) ( , ;0, ),B x y x y b x yξη υ η − η υ η

1 2( , ; ) = (0, ) ( , ;0, ),C x y a y x yη − υ η

1 2 2 2( , ; ) = [ (0, ) (0, ( , ;0, ) (0, ) ( , ;0, ).E x y a c x y a x yξ ξη η − ηυ η + η υ η

Из (22) нетрудно получить соотношение между 1( )xτ , и 1( )xν , полученное с
помощью области 2D :

1 1 1 1 1
0

( ) = ( ,0; ,0) ( ) ( ,0; ) ( ) ( ),
x

y yx x x x A x d g xξν υ τ + ξ τ ξ ξ +∫ (23)

где 1 1 1 2 1 2 1 2( ) = ( ,0,0) (0) ( ,0;0,0) (0) ( ,0,0) (0) ( ,0,0) (0).g x B x x C x E x′ ′χ − υ χ + χ + χ

3. Соотношение между x1( )τ  и x1( )ν , полученное с помощью области D1

Интегрируя уравнение (1) в пределах от 0  до x  имеем

11 0
0

= ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),
x

xx yu u y a x y u d y u y d T x y− ω − + ξ ξ ξ +∫ � (24)

1 1 1 0 1 2 2( , ) = ( , ) ( , ), ( , ) = (0, ) ( ) ( ).d y a y d y T x y a y y yξ ′ξ ξ − ξ τ − τ�
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Отсюда переходя к пределу при 0y→+ , получим соотношение между 1( )xτ  и 1( )xν :

1 1 1 1 1 1 0
0

( ) ( ) = (0) ( ,0) ( ) ( ,0) ( ) ( ,0).
x

x x a x x d d T x′′τ − ν ω − τ + ξ τ ξ ξ +∫ � (25)

4. Определение x1( )τ

Исключая 1( )xν  из соотношений (23) и (25), приходим к уравнению

1 1 1 1 1 1
0

( ) = (0) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ),
x

x a x x A x d g x′′τ ω − τ + ξ τ ξ ξ +∫ �� � (26)

где 1 1 0 1 1

1 1 1

( ) = ( ) ( ,0), ( ) = ( ,0) ( ,0; ,0),

( , ) = ( ,0) ( ,0; ).
y

y

g x g x T x a x a x x x

A x d A x
ξ+ − + υ

ξ ξ − ξ

� �
��

Отметим, что для 1( )xτ  выполняются еще следующие краевые условия:

1 1 1 2 1 2(0) = (0), (0) = (0), ( ) = (0).′τ χ τ χ τ ϕA (27)
Интегрируя дважды уравнение (26) и используя при этом первые два условия

из (27), имеем

2
1 2 1 2

0

1( ) = (0) ( , ) ( ) ( ),
2

x

x x A x d g xτ ω + ξ τ ξ ξ +∫ (28)

112 2 1 2 1
0

( , ) = ( )( ) ( ) ( , ) , ( ) = (0) (0) ( ) ( ) .
x x

A x a x x t A t dt g x x x t g t dt
ξ

ξ ξ − ξ + − ξ χ + χ + −∫ ∫�� �

Отсюда, воспользовавшись третьим условием (27), находим

2 2 2 12 2
0

2 2(0) = [ (0) ( )] ( , ) ( ) .g A dω ϕ − − ξ τ ξ ξ∫
A

A A
A A

Подставляя это в значение (28), имеем
2

1 3 2 2 2 12
0 0

( ) = ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,
x xx g x A x d A dτ + ξ τ ξ ξ − ξ τ ξ ξ∫ ∫

A

A
A

(29)

где [ ] 2
3 2 2 22

1( ) = ( ) (0) ( )g x g x g x+ ϕ − A
A

.

Обращая вольтеровскую часть уравнения (29), получим интегральное уравне-
ние Фредгольма второго рода

1 1 1
0

( ) = ( ) ( , ) ( ) ,x g x H x dτ + ξ τ ξ ξ∫
A

(30)

где 2 2
1 1 22

0

3 1 3
0

1( , ) = ( , ) ( , ),

( ) = ( ) ( , ) ( ) .

x

x

H x x R x t t dt A

g x g x R x g d

⎛ ⎞
ξ − + ξ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ ξ ξ ξ

∫

∫

A
A
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Если < 1,LA (31)
то уравнение (30) имеет единственное решение, здесь 1

0 ,
= ( , ) .max

x
L H x

≤ ξ≤
ξ

A

5. Представление решение задачи 1 в области D3

В области 3D  рассмотрим задачу Гурса для уравнения (3) с условиями (7) и

2(0, ) = ( ),0u y y y hτ ≤ ≤ , решение которого с помощью функции Римана
представимо в виде

2 2 2
0

2 1 2
0

2 2 2 1

( , ) = ( , ;0, ) ( ) ( , ; ) ( )

[ ( , ; ) ( ) , ; ,0) ( )

( , ; ) ( ) ( , ; ) ( )] ,

y

x

u x y w x y y y A x y d

B x y wx y

C x y E x y d

η τ + η τ η η +

′ ′+ ξ ψ ξ − ξ ψ ξ +

+ ξ ψ ξ + ξ ψ ξ ξ

∫

∫ (32)

где

2 3 3( , ; ) = ( , ;0, ) [ (0, ) ( , ;0, )] (0, ) ( , ;0, ),A x y w x y a w x y c w x yηη ηξ − η + η η − η η

2 3( , ; ) = ( , ; ,0) ( ,0) ( , ; ),B x y w x y a w x yηξ ξ − ξ ξ

3 3( , ; ) = ( ,0) ( , ; ),C x y b w x yξ − ξ ξ

2 3 3 3( , ; ) = [ ( ,0) ( ,0)] ( , ; ,0) ( ,0) ( , ; ,0).E x y b d w x y b w x yη ηξ ξ − ξ ξ + ξ ξ

Здесь ( , ; , )w x y ξ η  – функция Римана, определяемая как решение следующей
задачи:

*
3 3 3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = 0,L w w a w b w c w d w e wξηη ξη ηη ξ η≡ − + + − − +

*
3( , ) = {( , ) : < < 0,0 < < },D x yξ η ∈ ξ η ξ η

= = 3( , ; , ) | = 0, ( , ; , ) | = exp ( , ) , 0,y y
x

w x y w x y b s y ds x
ξ

η η η

⎛ ⎞
ξ η ξ η ≤ ξ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ (33)

= 2( , ; , ) | = ( , ; ),xw x y x yξξ η θ η

где 2 ( , ; )x yθ η  – решение задачи Коши:

3 3( , ; , ) [ ( , ) ( , ; , )] ( , ) ( , ; , ) = 0,0 < < ,w x y x a x w x y x c x w x y x yηη ηη − η η + η η η

=0 =0( , ; , ) | = 0, ( , ; , ) | = 1.w x y x w x y xη η ηη η

При выполнении условий (4) решение задачи (33) существует и единственно.
Используя первое условие (5) и учитывая, что 1( , ;0, ) > 0w y yη −A , из (32)

получим

2 2 2
0

( ) = ( ) ( , ) ( ) ,
y

y x H y dτ γ + η τ η η∫ (34)



Задачи сопряжения для линейных псевдопараболических уравнений 21

где 2 1
2 1

1 1

( , ; ) 1( , )= , ( )= { ( )
( , ;0, ) ( , ;0, )

A yH y x y
w y y w y yη η

− η
η − γ ϕ +

− −
A
A A

0

2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 1

1

[ ( , ; ) ( ) ( , ; ,0) ( ) ( , ; ) ( ) ( , ; ) ( )] }.B y w y C y E y d
−

′ ′+ − ξ ψ ξ − − ξ ψ ξ + − ξ ψ ξ + − ξ ψ ξ ξ∫
A

A A A A

Определив 2 ( )yτ  из (34), однозначно находим решение задачи 1 в области 3D  по
формуле (32). Тогда из (32) можно определить 2 ( ) = (0, )xy u yν .

6. Решение задачи 1 в области D1

Выписывая решение уравнения теплопроводности, удовлетворяющее усло-
виям

2 2 1(0, ) = ( ), ( , ) = ( ),0 , ( ,0) = ( ),0 ,xu y y u y y y h u x x xν ϕ ≤ ≤ τ ≤ ≤A A
из (24) имеем

2 2
0 0

1 1
0 0 0

1 0
0

( , ) = ( , ;0, ) ( ) ( , ; , ) ( )

( , ; ,0) ( ) ( , ; , )[ ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )] ,

y y

y

u x y G x y d G x y d

G x y d d G x y a u

d t u t dt T d

ξ

ξ

− η ν η η − η ϕ η η +

+ ξ τ ξ ξ − ξ ξ η ω η − ξ η ξ η +

+ η η + ξ η η

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

A A

A

�

где
2

=
2 2 2

1 ( 4 )( , ; , ) = exp
4( )2 ( )

( 4 ) ( 2 4 ) ( 2 4 )exp exp exp .
4( ) 4( ) 4( )

n

x nG x y
yy

x n x n x n
y y y

+∞

−∞

⎧ ⎡ ⎤− ξ +
ξ η − +⎨ ⎢ ⎥− ηπ − η ⎩ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎫+ ξ + − ξ − + + ξ − +
+ − − − − − ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− η − η − η⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

∑ A

A A A A A

Представим полученное решение в виде

1 1
0 0 0

( , ) = ( , , ) ( ) ( , ; , ) ( , ) ( , ),
y y

u x y M x y d d K x y u d T x y− η ω η η + ξ ξ η ξ η η +∫ ∫ ∫
A

(35)

где 1
0

1 1
0

( , , ) = ( , ; , ) , ( , ; , ) =

( , ) ( , ; , ) ( , ) ( , ; , ) ,

M x y G x y d K x y

a G x y d G x y t dt

η ξ η ξ ξ η

= ξ η ξ η − ξ η η

∫

∫

A

A
�

1 1 2
0 0

2 0
0 0 0

( , ) = ( , ; ,0) ( ) ( , ;0, ) ( )

( , ; , ) ( ) ( , ) .

y

y y

T x y G x y d G x y d

G x y d d T dξ

ξ τ ξ ξ − η ν η η −

− η ϕ η η − ξ ξ η η

∫ ∫

∫ ∫ ∫

A

A

A
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Используя условие 2(0, ) = ( )u y yτ , из (35) имеем

0 1
0 0 0

(0, , ) ( ) = ( ) (0, ; , ) ( , ) ,
y

M y d r y d K y u dη ω η η + ξ ξ η ξ η η∫ ∫ ∫
A A

(36)

где 0 2 1( ) = ( ) (0, )r y y T y−τ + .
Представим (0, , )M y η  в виде

2
2

0 0

2(0, , ) = ( , , ) ,
y

sM y e ds q y d
−η

−η + ξ η ξ
π ∫ ∫

A
A

где
2 2

=
2 2

=

1 ( 4 ) ( 4 )( , , ) = exp exp
4( ) 4( )2 ( )

1 ( 2 4 ) ( 2 4 )exp exp .
4( ) 4( )2 ( )

n

n

n nq y
y yy

n n
y yy

+∞

−∞
+∞

−∞

′ ⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎫ξ − ξ +
ξ η − + − −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥− η − ηπ − η ⎩ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎫ξ + − ξ − +
− − + −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥− η − ηπ − η ⎩ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

∑

∑

A A

A A A A

Здесь ′ – означает отсутствие члена суммы при = 0n .
Нетрудно заметить, что (0, , ) = 1lim

y
M y

η→
η . Поэтому, дифференцируя уравнения

(36), получим

0 1
0 0 0

( ) (0, , ) ( ) = ( ) (0, ; , ) ( , ) .
y y

y yy M y d r y d K y u d′ω + η ω η η + ξ ξ η ξ η η∫ ∫ ∫
A

Обращая это уравнение, найдем ( ) :yω

2
0 0

( ) = ( ) ( , , ) ( , )
y

y r y d K y u dω + ξ ξ η ξ η η∫ ∫
A

, (37)

где

2 1 1 0 0
0

( , , ) = (0, ; , ) ( , ) (0, ; , ) , ( ) = ( ) ( , ) ( ) ,
y y

y tK y K y R y t K t dt r y r y R y r d
η

′ ′ξ η ξ η + ξ η + η η η∫ ∫

( , )R y η  – резольвента ядра – (0, , )yM y η . Исключая ( )yω  из (35) и (37), получим
интегральное уравнение типа Вольтерра

0 0

( , ) = ( , ) ( , ; , ) ( , ) ,
y

u x y T x y d K x y u d+ ξ ξ η ξ η η∫ ∫
A

(38)

где 1 2
0

1
0

( , ; , ) = ( , ; , ) ( , , ) ( , , ) , ( , ) =

( , ) ( , , ) ( ) .

y

y

K x y K x y M x y t K t dt T x y

T x y M x y r d

ξ η ξ η − ξ η

= − η η η

∫

∫

В силу свойств функций ( , ; , )K x y ξ η  и ( , )T x y  уравнение (38) допускает
единственное непрерывно дифференцируемое решение.
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Таким образом, доказана
Теорема. Если выполняются условия (4), (10), (11) и (31), то задача имеет

единственное решение.
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