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НА 5-МЕРНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ

Рассматриваются неприводимые SO(3)-структуры на пятимерном многооб-
разии. Показано, что для приближенно интегрируемых неприводимых
SO(3)-структур ковариантная дивергенция структурного тензора равна ну-
лю. Приведены примеры левоинвариантных неприводимых SO(3)-структур
на пятимерных группах Ли, которые имеют нулевую дивергенцию струк-
турного тензора, но не являются приблизиженно интегрируемыми, а также
неприводимых SO(3)-структур с ненулевой дивергенцией структурного
тензора.
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Традиционно в геометрии большой интерес представляют римановы многооб-
разия с некоторой дополнительно заданной структурой, согласованной с метри-
кой. Примером может служить почти комплексная структура, согласованная с
метрикой. Соответствующая структурная группа действует неприводимо на каса-
тельных пространствах многообразия. Для нечетномерного аналога – контактной
метрической структуры – структурная группа действует приводимо – она имеет
два инвариантных подпространства: контактную плоскость и направление Риба.
Интересно, что в случае пятимерного риманова многообразия существует [1]
структура, у которой структурной группой является SO(3), и она действует непри-
водимо. Эта структура представляет интерес в контексте характеристических
связностей и специальной неинтегрируемой геометрии [5]. В данной работе рас-
сматривается такая неприводимая SO(3)-структура на пятимерном многообразии
и изучаются свойства ее структурного тензора.

Неприводимое представление группы SO(3) в пространстве R5 основано на
том, что векторное пространство R5 изоморфно множеству действительных сим-
метричных бесследовых матриц порядка 3. Изоморфизм устанавливается сле-
дующим образом:
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Неприводимое представление ρ на R5 задается формулой
1( ) ( ) , (3).h X h X h h SO−ρ = σ ∈

Для элемента X рассмотрим характеристический полином матрицы σ(Х) [1]:

3 2 3( ) det( ( ) ) ( , ) ( , , ).
9ХP X I g X X X X Xλ = σ − λ = −λ + λ + Ψ
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Этот полином инвариантен относительно SO(3) действия, заданного представ-
лением ρ. Поэтому его коэффициенты являются SO(3)-инвариантными. Квадра-
тичная часть ( , )g X X  – это стандартное скалярное произведение на R5,

2 2 2 2 2
1 2 3 4 5( , )g X X x x x x x= + + + + , а свободный член Ψ имеет вид

2 2 2 2 2 2 2
1 2 4 1 3 5 4 5 3 2 3 5

1 3 3( , , ) (6 6 2 3 3 ) ( ) 3 3 .
2 2

Х Х Х х х х х х х х х х х х хΨ = + − − − + − +

Он определяет симметричный 3-линейный ковариантный тензор
5
, , 1

i j k
ijki j k е е е

=
Ψ = Ψ ⊗ ⊗∑ ,

где {e1,..., e5} – дуальный корепер к стандартному ортонормированному реперу
{e1, e2, e3, e4, e5} пространства R5.

Отметим основные свойства тензора Ψ, полученные в работе [1]. Свертка тен-
зора Ψ по любым его двум индексам равна нулю. Чтобы сформулировать сле-
дующее свойство, нам потребуется тензор X XΨ = ι Ψ , полученный сверткой с
вектором X: ( , ) ( , , )X XΨ ⋅ ⋅ = Ψ ⋅ ⋅ . Поскольку мы считаем фиксированным ортонор-
мированный репер, то симметричная 2-форма ΨХ естественным образом отожде-
ствляется с эндоморфизмом пространства R5. Поэтому можно брать композиции
таких эндоморфизмов ΨХ, в частности можно рассматривать квадраты эндомор-
физмов (ΨХ)2. Тогда для всех X∈R5 имеет место равенство (ΨХ)2Х = g(X,X)X.

При действии SO(5) группа изотропии тензора Ψ совпадает с группой SO(3),
неприводимо вложенной в SO(5), т.е. так, как описано выше. Это позволяет опре-
делить неприводимую SO(3)-структуру на пятимерном ориентированном римано-
вом многообразии (M,g), задавая в каждой точке такой тензор Ψ.

Определение 1 [1]. Неприводимой SO(3)-структурой на 5-мерном римановом
многообразии (M,g) называется тензорное поле Ψ типа (0,3), для которого ли-
нейное отображение X→ΨX ∈ End(TM), X∈TM, имеет следующие свойства:

1) Симметричность: g(X,ΨYZ) = g(Z,ΨYX) = g(X, ΨZY).
2) Нулевой след: tr(ΨX)=0.
3) Для любого векторного поля Х∈ТМ имеет место равенство ΨX

2X = g(X,X)X.
В [1] показано, что в каждом касательном пространстве можно выбрать адап-

тированный базис {e1, e2, e3, e4, e5}, т.е. такой, в котором метрика g и тензор Ψ бу-
дут иметь канонический вид, а именно gij = δij и
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Здесь {e1, e2, e3, e4, e5} – дуальный репер. Из (2) мы получаем ненулевые компо-
ненты тензора Ψ в адаптированном репере (с точностью до симметрий):
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1 11, 1, 1, , ,
2 2
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ψ = − ψ = ψ = ψ = − ψ = −

ψ = − ψ = ψ = (3)

Таким образом, неприводимая SO(3)-структура на многообразии – это римано-
ва структура g и тензорное поле Ψ, обладающее указанными выше свойствами
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1−3 определения 1. Представляют интерес так называемые приближенно интегри-
руемые SO(3)-структуры [1, 2], как некоторые аналоги почти комплексной струк-
туры J приближенно кэлерова многообразия, т.е. такого, что (∇XJ)(X) = 0.

Определение 2 [2]. Неприводимая SO(3)-структура на многообразии М назы-
вается приближенно интегрируемой, если (∇X Ψ )(X,X,X) = 0 для любого вектор-
ного поля Х на М.

Теорема 1. Если SO(3)-структура Ψ приближенно интегрируемая, то дивер-
генция тензора Ψ равна нулю, δΨ = 0.

Доказательство. Пусть SO(3)-структура Ψ приближенно интегрируема, то-
гда, по определению, (∇XΨ)(X,X,X) = 0. Перепишем это условие в координатах

( ) 0,i j k l
i jkl X X X X∇ Ψ =  или ∇(iΨjkl) = 0. Поскольку тензор Y полностью симмет-

ричен, то
0,i jkl j ikl k jil l jki∇ Ψ + ∇ Ψ + ∇ Ψ + ∇ Ψ =

i jkl j ikl k jil l jki∇ Ψ + ∇ Ψ = −∇ Ψ − ∇ Ψ .

Вычислим дивергенцию δΨ тензорного поля Ψ с учетом последнего равенства:
1 ( )
2

j ij ij
jkl i jkl i jkl j iklg gδΨ = −∇ Ψ = − ∇ Ψ = − ∇ Ψ + ∇ Ψ =

1 1( ) ( ) 0,
2 2

ij ij ij
k jil l jki k ijl i ijkg g g= ∇ Ψ + ∇ Ψ = ∇ Ψ + ∇ Ψ =

поскольку 0.ij ij
ijl ijkg gΨ = Ψ =

Замечание 1. Условие δΨ = 0 является только необходимым. Существуют
примеры, когда δΨ = 0, но SO(3)-структура Ψ не является приближенно интегри-
руемой.

Замечание 2. Дивергенция δΨ обращается в нуль тогда и только тогда, когда
тензор ∇(i Ψ jkl) имеет нулевой след по любым двум индексам.

Рассмотрим левоинвариантные приближенно интегрируемые SO(3) на пяти-
мерных группах Ли. В работе [2] получены необходимые и достаточные условия
на левоинвариантный тензор Ψ для приближенной интегрируемости в терминах
структурных констант группы. Получим аналогичные условия для равенства ну-
лю дивергенции тензора Ψ. Пусть {e1, e2, e3, e4, e5} – адаптированный базис алгеб-
ры Ли L(G) группы G. Задав такой репер, получаем левоинвариантную риманову
метрику g на группе G, для которой выбранный репер {e1,..., e5} является орто-
нормированным. Кроме того, на группе G можно считать заданной левоинвари-
антную SO(3)-структуру тензором Ψ на алгебре Ли L(G), компоненты которого в
выбранном адаптированном репере {e1,..., e5} определены равенствами (3). Пусть
Сij

k – структурные константы алгебры Ли L(G) в адаптированном базисе.
Теорема 2. Дивергенция δΨ тензора Ψ  левоинвариантной SO(3)-структуры

на пятимерной группе Ли равна нулю тогда и только тогда, когда структурные
константы соответствующей алгебры Ли удовлетворяют следующим линейным
соотношениям:

2 5 3
12 23 252 3( ),С С С= +  4 3 5

14 34 452 3( ),С С С= +  3 5 3 2
13 23 34 353( ),С С С С= + −

5 3 2 4
15 13 12 142( ),С С С С+ = +
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5 1 5 3 4 2 4 2
35 13 12 14 13 15 34 233( ) 2( ) 0,С С С С С С С С− − − − + − − =

5 2 3 2 1 3
45 24 13 12 14 343( ) 2( ) 0,С С С С С С− − − + − =

3 2 1 4 3 2 3
12 13 23 23 24 25 352 3 3( ) 0,С С С С С С С− − − + − − =

1 3 3 2 5 4 2 4
15 35 12 13 14 15 25 453( ) 2( ) 0,С С С С С С С С+ + + + + − + =  

2 4 5 3 1 4 3 3 5
14 12 13 15 12 24 23 45 34

3 1( ) 3(2 ( )),
2 2

С С С С С С С С С+ − + = + − + −

5 2 1 4 3 2 1 4 4
12 15 25 13 14 23 13 34 252 5 3( ) 3(3 2 ),С С С С С С С С С+ + − − = − − +

3 4 1 2 1 1 5 2 4 2
14 13 34 15 25 13 24 23 25 455 6 9( ) 3( 5 3 2 ),С С С С С С С С С С− + − + = − − − −

3 5 3 4 4 1 3 5
15 13 45 35 24 12 45 34

13( 2 ( )) 0,
2

С С С С С С С С+ − − − − + + =

4 5 1 4 3 3 2
15 14 45 45 35 24 342 3 3( ) 0,С С С С С С С− + − + − − =

5 3 5 3 1 4
25 23 13 15 12 243( ) 4 2 0.С С С С С С+ − + − − =

Доказательство. Дивергенция δΨ тензорного поля i j k
ijk e e eΨ = ψ ⊗ ⊗  нахо-

дится по формуле ( ) i is
jk ijk s ijkgδψ = −∇ ψ = − ∇ ψ , где еi – ковекторы дуального ба-

зиса к адаптированному базису {e1, e2, e3, e4, e5} алгебры Ли и 
ss e∇ = ∇ – ковари-

антная производная вдоль базисного векторного поля еs. Пусть Гij
k – компоненты

связности Леви-Чивита левоинвариантной римановой метрики g, 
i

k
e j ij ke e∇ = Γ .

Тогда для ковекторов имеем: 
k

i i j
e kje e∇ = −Γ . Учитывая, что компоненты ψijk ле-

воинвариантного тензорного поля Ψ в левоинвариантном адаптированном репере
постоянны на группе Ли, получаем

( )( )qi j k r p i j k
s ijk rjk si ipk sj ijp ske e e e e e∇ ψ ⊗ ⊗ = −ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ ⊗ ⊗ ,

где p p s kp s kp
ij ij js ki is kjC g C g g C gΓ = + + .

Теперь используем систему Maple для вычислений δΨ (см. ниже листинг про-
граммы).

Приведем примеры левоинвариантных неприводимых SO(3)-структур на двух
пятимерных группах Ли из классификационного списка [3] контактных групп Ли.
Первый пример – с ненулевой дивергенцией, а второй – имеет нулевую диверген-
цию, но не является приближенно интегрируемым. В этих примерах считается,
что выбранный базис {e1, e2, e3, e4, e5} алгебры Ли является адаптированным. Сле-
довательно, на группе Ли имеется левоинвариантная риманова структура и лево-
инвариантный тензор Ψ.

Пример 1. Алгебра sl(2)×ρR2. Это алгебра Ли группы аффинных преобразова-
ний R2, у которых линейная часть имеет определитель равный единице. Данная
алгебра Ли имеет следующие коммутационные соотношения:

[e2,e3] = –e1, [e1,e4] = –e1, [e1,e5] = –e2, [e2,e4] = e2, [e3,e5] = e4,
[e3,e4] = –2e3, [e4,e5] = –2e5.



О приближенно интегрируемых SO(3)-структурах на 5-мерных многообразиях 49

Вычислим дивергенцию Ψ (при помощи компьютерных программ, используя
вышеприведенные формулы):

30 0 3 0
2
30 0 0 1
2

3 3 3 0 3
2 2
3 0 0 2 3 0
0 1 3 0 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟

δΨ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

.

Пример 2. Алгебра g5,1 (обозначение взято из классификации [3]) задается
следующими коммутационными соотношениями: [e2,e4] = e1, [e3,e5] = e1. Дивер-
генция тензора Ψ будет равна 0. Покажем, что данная SO(3)-структура не является
приближенно интегрируемой. Для этого вычислим тензор (∇XΨ)(X,X,X) = 0 или
∇(iΨjkl). Для доказательства достаточно привести одну ненулевую координату, на-
пример

(1 233) 33 2 3 13 23 13 33 2 3 1312 12
p qs t u

p s t q u∇ ψ = −ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ −

23 13 33 12 2 3 23 13 33 12 2 3 13 23 1313
yv x z a b c

v x y z a b c−ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ ,

оставляя только ненулевые компоненты тензора T, получаем
1 4 5

133 12 433 12 235 134 4 8 3 0.ψ Γ − ψ Γ − ψ Γ = ≠

Приведем программу вычисления дивергенции в программе Maple.
Здесь C[ , , ] k

iji j k С= , Gamma[ , , ] p
iji j p = Γ , nabla_Ψ – ковариантная производная

тензора Ψ и delta_Ψ – дивергенция тензора Ψ.

Вы ч и с л е н и е  к о м п о н е н т  с в я з н о с т и

> for i to 5 do for j to 5 do for p to 5 do
>Gamma[i,j,p]:=simplify((C[i,j,p]+sum(sum(g[j,s]*C[k,i,s]*g[k,p],
'k'=1..5),'s'=1..5)+sum(sum(g[i,s1]*C[k1,j,s1]*g[k1,p],'s1'=1..5)
,'k1'=1..5))/2);
>  od; od; od;

Вы ч и с л е н и е  к о в а р и а н т н о й  п р о и з в о д н о й
т е н з о р а  Ψ

> nabla_Ψ:=array(1..5,1..5,1..5,1..5):
> for i2 to 5 do for j2 to 5 do for k2 to 5 do for s2 to 5 do
> nabla_Ψ[s2,i2,j2,k2]:=simplify
(-sum(ψ [r2,j2,k2]* Gamma[s2,i2,r2],r2=1..5)-
sum(ψ[i2,p2,k2]*Gamma[s2,j2,p2],p2=1..5)-
sum(ψ[i2,j2,q2]*Gamma[s2,k2,q2],q2=1..5));
>  od; od; od; od;
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С в е р т к а  с  м е т р и к о й ,  д л я  н а х о ж д е н и я
д и в е р г е н ц и и  т е н з о р а  Ψ

> delta_Ψ:=array(1..5,1..5):
> for j to 5 do for k to 5 do
> delta_Ψ[j,k]:=simplify(sum(sum(g[i,s]*nabla_Ψ [s,i,j,k],
'i'=1..5),'s'=1..5));
> od; od;
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Sedykh A.G. ON APPROXIMATELY INTEGRABLE SO(3) STRUCTURES ON 5-DIMEN-
SIONAL MANIFOLDS. In this work, irreducible SO(3) structures on a 5-dimentional manifold
are considered. The covariant divergence of the structure tensor is shown to be zero for
approximately integrable irreducible SO(3) structures. Examples of left invariant irreducible
SO(3) structures on 5-dimentional Lie groups that have a zero covariant divergence of the
structure tensor but are not approximately integrable, as well as of irreducible SO(3) structures
with nonzero covariant divergence of the structure tensor are presented.
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