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Все группы в статье предполагаются абелевыми. Через E(A) обозначается
кольцо эндоморфизмов группы A, через o(a) – порядок элемента a, 1A – тождест-
венный автоморфизм группы A, h(a) – высота элемента a p-группы. Если
f: A → B – гомоморфизм, то f | H – ограничение f на H ⊆ A.

Будем говорить, что A – группа с инвариантными слева (соответственно спра-
ва) мономорфизмами, если для любых мономорфизмов α, β группы A найдется ее
мономорфизм γ со свойством αβ = γα (соответственно αβ = βγ). Рядом авторов
изучались группы с инвариантными слева или справа эндоморфизмами [1, § 19,
34].

Отметим, что автоморфизмы любой группы инвариантны как слева, так и
справа. Следовательно, у конечной группы все мономорфизмы инвариантны слева
и справа. Для сравнения отметим, что периодические группы с инвариантными
слева или справа эндоморфизмами имеют коммутативное кольцо эндоморфизмов
[1, следствие 19.3]. В [2] изучались группы с нормальными кольцами эндомор-
физмов, т.е. группы, все идемпотентные эндоморфизмы которых центральны.
В [3] исследовались такие периодические группы A, что любые два элемента
группы A одинакового порядка переводятся один в другой некоторым ее авто-
морфизмом. Близкие вопросы рассматривались в [4–24] и др.

Автором получены следующие результаты:
Теорема 1. Для делимой группы D эквивалентны следующие условия:
а) ее мономорфизмы инвариантны справа;
б) любой ее мономорфизм является автоморфизмом;
в) часть без кручения группы D, а также каждая ее p-компонента имеют ко-

нечный ранг.
Теорема 2. 1) Мономорфизмы каждой делимой группы инвариантны слева.
2) Если делимая часть группы A является группой, рассматриваемой в теоре-

ме 1, то мономорфизмы группы A инвариантны слева тогда и только тогда, ко-
гда этим свойством обладает ее редуцированная часть.

3) У нередуцированной группы мономорфизмы инвариантны справа тогда и
только тогда, когда этим свойством обладают ее редуцированная и делимая
части.
                                                          
1 Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной
России» на 2009–2013 годы, № 14. В 37.21.0354 и частично в рамках темы 2.3684.2011 Томского госу-
дарственного университета.
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Автором изучались также группы без кручения с инвариантными мономор-
физмами. Так, доказано, что у редуцированной группы без кручения с инвариант-
ными слева или справа мономорфизмами кольцо эндоморфизмов является нор-
мальным.

Ясно, что при изучении периодических групп с инвариантными мономорфизма-
ми можно ограничиться примарным случаем. Ввиду отмеченного выше свойства
конечных групп следующая теорема требует доказательства только необходимости.

Теорема 3. Пусть A – p-группа, являющаяся прямой суммой циклических
групп. Мономорфизмы группы A инвариантны справа тогда и только тогда, ко-
гда она является конечной группой.

Доказательство. Если A – бесконечная прямая сумма циклических групп, то
можно так подобрать ее мономорфизмы α и β, что im α ∩ im β = 0, но тогда равен-
ство αβ = βγ невозможно.

Всякую чистую подгруппу, являющуюся прямой суммой циклических групп,
можно вложить в некоторую базисную подгруппу p-группы. Однако не всякий
мономорфизм базисной подгруппы, даже если он продолжается до эндоморфизма
самой группы, является ее мономорфизмом.

Предложение 4. Пусть A – неограниченная редуцированная периодически пол-
ная p-группа. Тогда для каждой ее базисной подгруппы B существует такой эн-
доморфизм ϕ ∈ E(A), что ker (ϕ | B) = 0, ϕ | B ∈ E(B) и ker ϕ ≠ 0.

Доказательство. Поскольку группа A неограничена, то ее базисная подгруппа
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Заметим, что всякий эпиморфизм f базисной подгруппы B периодически
полной p-группы A продолжается до эпиморфизма группы A. Действительно,
f продолжается до эндоморфизма ϕ группы A, а так как A B=  и ϕB = B, то

A B B B Aϕ = ϕ = ϕ = = . Аналогичное утверждение справедливо для p-адической
алгебраически компактной группы.

Пусть p-группа A имеет подгруппу вида H = 〈b〉 ⊕ 〈g〉 ⊕ C, где o(b) ≤ o(g), а C –
бесконечная прямая сумма циклических групп, каждый образующий которой
имеет порядок > o(g); причем мономорфизмы подгруппы H продолжаются до мо-
номорфизмов группы A. Тогда A не обладает свойством левой инвариантности
мономорфизмов.

Действительно, так как группа C бесконечна, то можно построить такие моно-
морфизмы α, β группы H, что αb = b, αg = pkx, где x ∈ C, k ≥ 1 и βg = b + g. Тогда
αβ(g) = α(b + g) = b + pkx ≠ γα(g) = γ(pkx) для любого γ ∈ E(A).

В частности, пусть A – редуцированная p-группа, являющаяся прямой суммой
циклических групп и ее мономорфизмы инвариантны слева. Тогда, как это выте-
кает из предыдущего абзаца, либо A – конечная группа, либо имеет вид (∗)
A = B ⊕ G ⊕ F, где B = 〈b〉 – циклическая группа, G – бесконечная прямая сумма
циклических групп одного и того же порядка pr и, если B ≠ 0, то pr > o(b), а F = 0

или 
1

n

ii
F x

=
= ⊕  – такая конечная группа, что pr < o(xi) для каждого i = 1,…,n.

Теорема 5. У всякой p-группы A, имеющей вид (∗), мономорфизмы инвариант-
ны слева.

Доказательство. Пусть α – мономорфизм группы A. Так как высоты элемен-
тов из цоколя F[p] = {x ∈ F | px = 0} группы F больше высот элементов из B ⊕ G,
то (α(F[p]))∩(B ⊕ G) = 0 и, значит, (αF)∩(B ⊕ G) = 0. Следовательно, если θ – про-
екция группы A на F, то (θα) | F – мономорфизм конечной группы F, поэтому
(θα)F = F. Таким образом, (B ⊕ G) ⊕ αF = A. Далее αB∩αG = 0 и α(B ⊕ G)∩αF = 0.
А поскольку прямое слагаемое αF является абсолютным в A [25, § 9, упр. 8], то
существует такое разложение A = C ⊕ αF, что α(B ⊕ G) ⊆ C. Здесь C ≅ B ⊕ G, по-
этому αG является ограниченной чистой подгруппой в C, значит, αG – прямое
слагаемое в C, C = αG ⊕ E [25, предложение 27.1]. Имеем C = K ⊕ (αG ⊕ Z), где
K ≅ B, а αG ⊕ Z ≅ G. Аналогичным образом, для всякого мономорфизма β группы
A получаем

A = V ⊕ (αβG ⊕ U) ⊕ αβF, где V ≅ B, αβG ⊕ U ≅ G, а αβF ≅ F.
Поэтому существует мономорфизм γ: αG ⊕ αF → αβG ⊕ αβF, такой, что γα = αβ
на подгруппе G ⊕ F (достаточно задать γ на образующих этих подгрупп). Оста-
лось показать, что мономорфизм γ можно распространить на K ⊕ Z так, чтобы ра-
венство γα = αβ осталось верным. Заметим, что так как αβA ⊆ αA, то несложно по-
казать, что ранг группы U не меньше ранга группы Z. Поэтому, если B = 0, то
можно продолжить γ на Z как произвольный мономорфизм Z → U, и в этом случае
утверждение доказано.

Допустим, что B ≠ 0 и o(b) = pk. Имеем
αb = x + y + z, где x ∈ K, y ∈ αG, z ∈ Z,

αβb = v + w + u + h, где v ∈ V, w ∈ αβG, u ∈ U, h ∈ αβF.
Элемент u можно вложить в циклическое прямое слагаемое 〈u0〉 группы U,
U = 〈u0〉 ⊕ U ′.
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Предположим, что высота h(αb) элемента αb равна 0. Так как h(y), h(z) > 0, то
h(x) = 0 и поэтому K = 〈x〉. Кроме того, C = 〈x + y + z〉 ⊕ αG ⊕ Z. Значит, можно
считать, что y = z = 0, т.е. αb = x и K = 〈αb〉. Если h(αb) = 0, то и h(αβb) = 0. Поэто-
му можно считать, что V = 〈αβb〉. Положим γ(αb) = αβb и зададим γ на Z как про-
извольный мономорфизм Z → U. Построенный γ будет искомым мономорфизмом;
γ можно построить и в том случае, если h(βb) > 0, а Z имеет бесконечный ранг.

Пусть ранг группы Z конечен и h(βb) > 0. Покажем, что ранг группы U больше
ранга группы Z. Так как h(αb) = 0, то K = 〈αb〉 = αB и, значит, K ⊕ αG ⊕ αF = αA.
Ранги групп Z и U совпадают с соответствующими рангами их цоколей Z[p] и
U[p]. Поскольку h(αβb) > 0, то h(v) > 0 и, значит, pk – 1v = 0. Поэтому

pk – 1αβb ∈ (pr – 1A)[p] = (αβG ⊕ U ⊕ αβF)[p],
а так как Z[p] ⊆ (pr – 1A)[p], то, если ранги подгрупп Z[p] и U[p] совпадают, найдет-
ся такой элемент z ∈ Z[p], что

pk – 1αβb – z ∈ (αβG ⊕ αβF)[p].
Отсюда z ∈ αA. Противоречие. Итак, ранг Z не больше ранга группы U ′. Поэтому
если γ(αb) = αβb и γ действует на Z как произвольный мономорфизм Z → U ′, то он
является искомым.

Допустим теперь, что h(αb) > 0. Так как o(αb) = o(b), а o(x) < o(b) (ввиду того,
что h(αb) > 0), то o(z) = o(b) и, значит, h(z) = r – k. Элемент z можно вложить в
циклическое прямое слагаемое 〈z0〉 группы Z, Z = 〈z0〉 ⊕ Z′.

Предположим, что h(x) ≥ r – k. Тогда h(v) ≥ r – k. Пусть γ действует на K и Z′
как произвольные мономорфизмы K → V, Z′ → U ′. Так как h(y) ≥ r – k, то отобра-
жение z → c, где c = v + w + u + h – γy – γx (y ∈ αG, поэтому элемент γy опреде-
лен), продолжается до мономорфизма 〈z0〉 → 〈c0〉, где pr – kc0 = c. Поскольку
o(b) = o(u), то каждая из подгрупп γK, γαG, γ〈z0〉, γZ′, γαF не пересекается с суммой
других. Откуда следует, что γ – мономорфизм; он является искомым.

Пусть, наконец, h(x) < r – k и h(x) = s > 0. Так как h(v) ≥ h(x), то существует го-
моморфизм K → V, переводящий элемент x в v. Выберем элемент u′ ∈ 〈u0〉 со
свойством o(u′) = o(x) и положим γx = v + u′. Тогда ограничение γ на K является
мономорфизмом K → V ⊕ 〈u0〉. Поскольку h(u′) > h(u) (и, значит, o(u′) < o(u)), то
отображение z ↦ w + u + h – γy – u′ продолжается до мономорфизма 〈z0〉 → A.
Здесь также o(b) = o(u). Продолжая действие γ на Z′ как произвольный мономор-
физм Z′ → U ′, получаем искомый мономорфизм γ.

Для доказательства теоремы 6 потребуются следующие свойства:
Если группа обладает свойством левой инвариантности мономорфизмов, то ка-

ждое ее вполне инвариантное прямое слагаемое также обладает этим свойством.
Если группа обладает свойством правой инвариантности мономорфизмов, то

каждое ее прямое слагаемое также обладает этим свойством.
Действительно, пусть A = B ⊕ C и α, β – мономорфизмы группы B. Продолжим

их до мономорфизмов ,α β  группы A, полагая | 1CCα = , | 1CCβ = . Тогда если
αβ = βγ , то из задания ,α β  следует, что γ | B – мономорфизм группы B и
αβ = β(γ | B).

Теорема 6. Пусть A = T ⊕ R – редуцированная расщепляющаяся группа, где
T – периодическая ее часть, а R – часть без кручения. Тогда:

1) группа A обладает свойством левой инвариантности мономорфизмов то-
гда и только тогда, когда соответствующим свойством обладают группы T и R,
причем подгруппа R вполне инвариантна в A;
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2) если T – конечная группа, то группа A обладает свойством правой инвари-
антности мономорфизмов тогда и только тогда, когда соответствующим
свойством обладает группа R.

Доказательство. Ввиду отмеченных перед теоремой двух свойств для доказа-
тельств необходимости осталось показать вполне инвариантность подгруппы R в
случае левой инвариантности. Пусть fx ≠ 0 для некоторого x ∈ R, где
f ∈ Hom(R,T). В силу редуцированности fx ∉ nT для некоторого n. Зададим моно-
морфизмы α, β группы A следующим образом: α | T = 1T, α | R = n · 1R, β | T – про-
извольный мономорфизм группы T, а βy = fy + y для каждого y ∈ R. Имеем
αβ(x) = α(fx + x) = fx + nx. Допустим, что αβ(x) = γα(x). Тогда если π: A → T – про-
екция, то πγα(x) = nγ(x) = fx. Полученное противоречие показывает, что
Hom(R,T) = 0, т.е. pR = R для каждого простого p с условием Tp ≠ 0.

Доказательство достаточности требуется для правой инвариантности. Ввиду
вполне инвариантности подгруппы T эндоморфизмы f,g группы A можно предста-

вить в виде матриц 
0

f α β⎛ ⎞= ⎜ ⎟γ⎝ ⎠
, 

0
g δ ε⎛ ⎞= ⎜ ⎟ζ⎝ ⎠

, где α, δ ∈ E(T), β, ε ∈ Hom(R,T), а

γ, ζ ∈ E(R). Имеем αδ = δη, γζ = ζλ для некоторых мономорфизмов η ∈ E(T) и
λ ∈ E(R). Мономорфизм δ является автоморфизмом группы T. Поэтому определен
гомоморфизм

μ = δ – 1(αε + βζ – ελ) ∈ Hom(R,T).

Если теперь 
0

h η μ⎛ ⎞= ⎜ ⎟λ⎝ ⎠
, то fg = gh.

В следующем результате через Z обозначается аддитивная группа целых чи-
сел.

Следствие 7. Пусть A – прямая сумма циклических групп. Группа A обладает
свойством:

1) левой инвариантности мономорфизмов тогда и только тогда, когда, либо
A – периодическая группа, каждая p-компонента которой конечна или имеет вид
(∗) из теоремы 5, либо A ≅ Z;

2) правой инвариантности мономорфизмов тогда и только тогда, когда
A = B ⊕ R, где B – периодическая группа, каждая p-компонента которой являет-
ся конечной, а R = 0 или R ≅ Z.

В [26] некоторые понятия и результаты теории абелевых групп перенесены на
близкие классы алгебр, а в [27] рассматривались вопросы продолжения автомор-
физмов подмодулей.
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Chekhlov A.R. ON DIRECT SUMS OF CYCLIC GROUPS WITH INVARIANT MONO-
MORPHISMS. Direct sums of cyclic groups with left or right invariant monomorphisms are
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