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РЕКУРРЕНТНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ БИЛИНЕЙНЫХ ARX-СИСТЕМ
С ПОМЕХОЙ НАБЛЮДЕНИЯ ВО ВХОДНОМ СИГНАЛЕ

Предложен рекуррентный алгоритм для оценивания параметров билинейных
ARX с помехой наблюдения во входном сигнале. Доказана сильная состоя-
тельность получаемых оценок параметров. Результаты моделирования под-
твердили высокую эффективность предложенного алгоритма.
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Билинейные системы – это класс нелинейных систем с простой структурой.
Билинейные системы являются простейшим обобщением линейных динамиче-
ских систем: выходной сигнал зависит не только от входных и выходных сигна-
лов, но и от произведения входного сигнала на выходной. Моделирование физи-
ческих процессов с помощью билинейных систем находит применение во многих
областях науки, таких, как ядерная физика, электрические сети, химическая кине-
тика, гидродинамика и т.д. [1].

Модели ошибки уравнения (ARX-модели) [2] – наиболее распространенный
вид моделей параметризации шума. Идентификация моделей ошибки уравнения
сводится к классической задаче регрессионного анализа и может быть решена ме-
тодом наименьших квадратов. Однако во многих практических задачах помеха
содержится также и во входном сигнале, в этом случае классический метод наи-
меньших квадратов не позволяет получать состоятельные оценки.

В настоящее время активно развиваются методы идентификации билинейных
динамических систем, такие, как инструментальные переменные [3], компенси-
рующий смещение метод наименьших квадратов [4], метод максимального прав-
доподобия [5] и методы на основе высших статистик [6]. Рекуррентные методы
идентификации билинейных систем, которые могут быть получены из рекуррент-
ных методов идентификации линейных систем, приведены в [7]. Некоторые пред-
ложенные методы используют подход на основе  рекуррентных методов иденти-
фикации систем с ошибкой в уравнении, модифицируя при этом функцию ошиб-
ки, например улучшенный метод наименьших квадратов [8].

В статье предложен рекуррентный алгоритм оценивания параметров билиней-
ных ARX-систем с помехой во входном сигнале на основе стохастической ап-
проксимации.

1. Постановка задачи

Пусть билинейная динамическая система описывается стохастическими урав-
нениями с дискретным временем 1,0,1i = −… … :
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где ix , iw  – ненаблюдаемая и наблюдаемая входные переменные; zi – наблюдае-
мая выходная  переменная; 1( )iξ  – помеха в уравнении; 2 ( )iξ  – помеха наблюде-
ния во входном сигнале;

Пусть выполняются следующие предположения:
10. Множество Β� , которому априорно принадлежат истинные значения пара-

метров устойчивой, управляемой и идентифицируемой билинейной системы, яв-
ляется компактным.

20. Помехи 1{ ( )}iξ  и 2{ ( )}iξ  статистически не зависят между собой:
(1)

1{ ( ) / } 0,iE i Fξ =  (2)
2{ ( ) / } 0,iE i Fξ =

2 (1) (1)
1{ ( ) / } ,i iE i F Wξ ≤ < ∞  2 (2) (2)

2{( ( ) / } ,i iE i F Wξ = < ∞

где (1) (2),i iF F  – σ-алгебры, индуцированные семействами случайных величин
{ }1( ), it t Tξ ∈  и { }2 ( ), ,it t Tξ ∈  { }, , ,i cT t t i t= ≤ ∈ Ζ  cΖ  – множество целых чисел,

(1) (2),i iW W  – случайные величины ( ) 1

(1) ,iE W ξ≤ π  ( ) 2

(2)
iE W ξ≤ π , где E  – оператор

математического ожидания.
30.  1{ ( )}iξ , 2{ ( )}iξ  статически не зависят от  { }ix .
40. Последовательности { }ix  – стационарные в узком смысле с дробно-рацио-

нальной плотностью случайные сигналы с 2 2{( ) } 0i xE x = σ > . Для некоторых
0xπ > :  i xx < π  п.н.

50. Априорно известно отношение дисперсий помех 2 2
1 2 .γ = σ σ

2. Рекуррентный алгоритм идентификации

Уравнение (1) может быть представлено в форме линейной регрессии:
,T
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Из предположений 10 и 20 следует, что обобщенная ошибка имеет нулевое
среднее значение и ее локальная дисперсия с вероятностью 1 будет равна
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Определим оценку ˆ ( )Nθ  неизвестных параметров θ  из условия минимума

суммы взвешенных квадратов обобщённых ошибок ( )2
0 0( , , )i a c iε  с весом ( , )a cω

[9], т.е.
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тогда оценки неизвестного вектора θ  можно получить с помощью стохастически
градиентного алгоритма минимизации функции (3):
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где iα  – последовательность, удовлетворяющая условиям
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Теорема 1. Пусть динамическая система описывается уравнениями (1) и вы-
полняются предположения 10–70, тогда оценки, определяемые алгоритмом (4), ли-
бо  0

ˆ( ) ii
→∞

θ ⎯⎯⎯→θ  п.н., либо ˆ ( ) .ii
→∞

θ ⎯⎯⎯→∞

Доказательство. Доказательство состоятельности получаемых с помощью (4)
оценок  основывается на методе непрерывных моделей [10, 11]. Построим асим-
птотическую непрерывную детерминированную модель алгоритма (4). Миними-
зируемую в (3) функцию можно представить в виде
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что следует из 10, 40.
В данном случае асимптотическая непрерывная детерминированная модель

имеет вид

( ).J
•

θθ = −∇ θ (5)

Здесь точка означает производную по времени. Связь между уравнениями (4) и (5)

устанавливается с помощью фиктивного времени 
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Пусть функция Ляпунова
( ) ( ) ,V Jθ = θ (6)

так как она непрерывно дифференцируема и

( ) ( ) ( ) ( )
2T TV V J Jθ θθ = ∇ θ θ = − ∇ θ� ,

( ) ( ) 0,TV Jθ∇ θ θ <            (7)

то множество ( ){ }1 3 3 2 2(0) ( ) 2 : 0r r r r r rB R V+ + + + + += θ∈ θ =… �   состоит из стационарных

точек ( )J θ [10, с.114].
Для перехода от (4) к непрерывной модели необходимо показать, что для

1{ ( )}iξ , 2{ ( )}iξ  и { }iα  выполняется равенство [14, с.12]:
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Для выполнения равенства (8) необходима ограниченность последовательно-
сти { }ˆ( )iθ , что подразумевает ограниченность роста функции ( )Jθ∇ θ  при

.θ → ∞   В нашем случае

( )lim 0.Jθ
θ →∞

∇ θ =

Из ограниченности сумм в условии 70 и последовательности { }ˆ( )iθ  следует

ограниченность суммы ( )1 2
1

ˆ( ), ( ), ( ) ,i i
i

i i i
∞

=
α ε θ ξ ξ < ∞∑  откуда следует выполнение

(8).
Из теорем, приведенных в [10, с. 12, c. 292], следует, что при выполнении 10–70

и (7), (8) последовательность{ }ˆ( )iθ  ограничена и при i → ∞  { }ˆ( )iθ  стремится к

точкам множества ( ){ }1 3 3 2 2(0) ( ) 2 : 0r r r r r rB R V+ + + + + += θ∈ θ =… � .

Исследуем непрерывную модель (4):  покажем, что

 { }1 3 3 2 2(0) ( ) 2
0:r r r r r rB R + + + + + +

∗ = θ∈ θ = θ… ,

т.е. множество B∗  состоит из одной единственной точки 0θ .
 Для этого рассмотрим функцию
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где 1rI +  и 
3 3 2(0) ( )r r rI + +…  – единичные матрицы размерностей  r + 1 и

3 3 2(0) ( )r r r+ +…   соответственно.
Очевидно, что

( ) ( ) ( )0 minmin min ,
u

J J u J
θ

′θ = = θ = Λ (9)

где  minΛ  – минимальное собственное число регулярного пучка форм (так как D –

положительно определенная матрица), т.е. minΛ  – наименьший корень уравнения
det( ) 0.H Dϕ−Λ =

Пусть ( )1 3 3 2 2(0) ( ) 3(1)
min max... r r r r r r+ + + + + +Λ =Λ ≤ ≤Λ =Λ…  и 

1 3 3 2 21 (0) ( ) 3,..., r r r r r ru u + + + + + +…

какие-либо соответствующие им главные собственные векторы. Тогда kΛ , где

1 3 3 2 21, (0) ( ) 3k r r r r r r= + + + + + +… , являются стационарными значениями функ-

ции ( )J u′ , которые достигаются при u , равных 
1 3 3 2 21 (0) ( ) 3,..., r r r r r ru u + + + + + +…  соот-

ветственно. Следовательно, стационарные значения функции  ( )J θ ; ( ) 0Jθ∇ θ =
достигаются в точках
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причем из (9) следует, что 1θ = θ .
Остается показать, что

( )2 0J∇ θ ≥ (10)

лишь в одной стационарной точке 1 0.θ = θ = θ
Задача определения минимума функции ( )J θ  эквивалентна задаче на услов-

ный экстремум
min ,Tu H uϕ   1.Tu Du = (11)

Задача (11) может быть решена с помощью метода неопределенных множите-
лей Лагранжа. Тогда необходимые условия запишутся в виде

( ) 0,H D uϕ − λ = 1,Tu Du =  (12)

где λ  − неопределенный множитель Лагранжа. Множеством решений системы
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(12) являются { }1 3 3 2 21 (0) ( ) 3,..., r r r r r r+ + + + + +λ ∈ Λ Λ …   и соответствующие им главные

собственные векторы 
1 3 3 2 21 (0) ( ) 3,..., r r r r r ru u + + + + + +… .

Исследуем матрицу H Dϕ − λ  на положительную определенность. Из (12) сле-
дует, что

(1) (1) ,H Hϕ ϕΛ < Λ

где (1) HϕΛ  и (1) HϕΛ  − минимальные собственные числа матриц Hϕ  и Hϕ  со-
ответственно.

В свою очередь, по теореме Штурма [13, с. 146]
(1) (2)H Hϕ ϕΛ ≤ Λ

 
или  (1) (2) .H Hϕ ϕΛ < Λ (13)

Из (13) следует, что матрица H Dϕ − λ  неотрицательно определена  лишь при

minλ = Λ  и (10) выполняется в 1 0θ = θ , т.е для всех minλ > Λ  матрица
H Dϕ − λ имеет отрицательные собственные значения, откуда непосредственно
следует (4).

В формуле (4) используется дисперсия выходного сигнала, которая обычно
неизвестна. Согласно теореме Манна – Вольда [14]: если случайная величина 2ˆ

zσ

сходится почти наверное соответственно к постоянной  2
zσ , то любая непрерыв-

ная функция 2ˆ( )zJ σ  сходится почти наверное к постоянной 2( )zJ σ
. .2 2ˆ ,п н

z zσ ⎯⎯⎯→σ   . .2 2ˆ( ) ( ).п н
z zJ Jσ ⎯⎯⎯→ σ (14)

Следовательно, если заменить  в (3) 2
zσ  оценками 2ˆ

zσ , оценки параметров θ̂
останутся сильно состоятельными. Состоятельная и несмещенная оценка диспер-
сии 2ˆ

zσ  может быть получена как

( ) 12 2

1

ˆ 1 ( ) ,
N

z i
i

N z z−

=
σ = − −∑ 1

1
.

N

i
i

z N z−

=
= ∑

Вычисление дисперсии (13) может быть представлено в виде рекуррентной
процедуры:

( ) ( )1 1 1 ,i i i iz z z z i+ += + − +

( )2 2 2 2ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) ( ) ( 1) / .z z i i zi i z z i iσ + = σ + + − − σ +

3. Результаты моделирования

Предложенный алгоритм (4) был реализован в Matlab и сравнен с рекуррент-
ным алгоритмом наименьших квадратов и рекуррентным методом расширенных
инструментальных переменных. Динамическая система описывается уравнениями

1 2 1 2 1 10,7 0,4 0,3 0,7 0,2 0,2 ( ),i i i i i i i iz z z x x x x z i− − − − −− + = + + + + ξ

2 ( ).i iw x i= + ξ (15)
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На вход подавался входной сигнал:

1 1 20,5 0,8 0,6 ,i i i i ix x − − −+ = ζ + ζ + ζ

где iζ  – белый шум.

Отношение «помеха – сигнал»: 1 0,2zσ σ ≈ , 2 0,5.zσ σ ≈
Начальные значения параметров равны 0.
На рис. 1. представлены графики погрешности оценок параметров, определяе-

мой по формуле

( )0 0
ˆ 100 %.i iδθ = θ − θ θ ⋅

0 2000 4000 6000 8000 i

20

40

60

80

100

120

1
2

3

Рис. 1. График погрешности оценок параметров, %: 1 – рекуррент-
ный метод наименьших квадратов; 2 – рекуррентный метод инст-
рументальных переменных; 3 – алгоритм (4)

Заключение

В работе предложен рекуррентный алгоритм для оценивания параметров би-
линейной ARX-системы с  помехой наблюдения во входном сигнале. Для получе-
ния сильно состоятельных оценок не требуется информация о законах распреде-
ления помех, достаточно знать отношение дисперсий помех. В среде Matlab соз-
дано программное обеспечение, результаты моделирования подтверждают эффек-
тивность работы предложенного алгоритма. Полученные результаты могут по-
служить основой для создания новых высокоэффективных автоматизированных
систем управления технологическими процессами (АСУТП). Дальнейшие иссле-
дования могут быть направлены на построение алгоритмов идентификации при
автокоррелированных помехах.
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There is considered the problem of parameter estimation of bilinear ARX systems with noise
in the input signals, described by the equations:

31 2 ( )
( ) ( ) ( )
0 0 0 1

1 0 0 1
( ),

r mr rr
m m mk

i i m i m i m i k
m m m k

z b z a x c x z i− − − −
= = = =

− = + + ξ∑ ∑ ∑ ∑   2 ( ),i iw x i= + ξ

where ix , iw  – unobserved  and the observed input variables; iz − the observed output variable;

1( )iξ  – noise in the equation; 2( )iξ  – the noise  in the input signal.
We propose a recursive algorithm for estimation of parameters, which is a generalization of

the method of least squares. It is proved that that under  non-restrictive conditions on the signals
and noises, the proposed algorithm gives a strongly consistent estimators. The simulation results
confirmed the high efficiency of the algorithm.


