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Описаны делимые группы, вполне разложимые, векторные и сепарабельные
группы без кручения, квадраты коммутаторов эндоморфизмов которых цен-
тральны в кольце эндоморфизмов этих групп.
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Все группы в статье предполагаются абелевыми. Пусть A – группа. Тогда E(A)
обозначает кольцо ее эндоморфизмов, r(A) – ранг, Ap – ее p-компоненту, а t(A) –
периодическую часть. Если A – однородная группа без кручения, то t(A) – ее тип.
Если f: A → B – гомоморфизм, то f | H – ограничение f на H ⊆ A. Если B, G – груп-
пы и X – непустое подмножество B, то через Hom (B, G)X обозначим подгруппу в
G, порожденную всеми подмножествами fX, где f ∈ Hom (B, G). Через 1A обозна-
чим тождественный автоморфизм группы A, Z – аддитивную группу целых чисел,
Q – аддитивную группу всех рациональных чисел. 

p
Z ∞  – квазициклическую

p-группу.
Напомним, что если R – кольцо и a,b ∈ R, то элемент [a,b] = ab – ba называется

коммутатором элементов a и b.
Статья посвящена изучению абелевых групп, кольца эндоморфизмов которых

удовлетворяют тождеству [[x, y]2, z] = 0. Обозначим класс таких групп через ZBL2.
Исследованию тождеств в алгебре посвящена обширная литература, см., напр.,
[1 – 7]. Не претендуя на полноту, отметим также статьи [8–17]. В [8] помимо про-
чего доказано, что некоммутативная алгебра с делением, удовлетворяющая тож-
деству [[x, y]2, z] = 0, четырехмерна над своим центром.

В [18, 19] изучался класс BL2 групп A, таких, что [α,β]2 = 0 для любых
α,β ∈ E(A); а в [20] изучались E-нильпотентные группы ступени ≤ 2 – такие груп-
пы A, кольца эндоморфизмов которых удовлетворяют тождеству [[x, y], z] = 0.
Как это следует из [19, лемма 1], группы из класса BL2 не содержат прямых сла-
гаемых вида B ⊕ C, где B ≅ C, а у E-нильпотентных групп кольца эндоморфизмов
нормальны [20, предложение 1.2]. Поэтому класс ZBL2-групп шире классов
BL2-групп и E-нильпотентных групп ступени ≤ 2 (см. далее теоремы 5, 7, 8).
В [21–29] изучались группы из класса BLn для произвольного натурального n и
другие (E-разрешимые, E-энгелевы, проективно разрешимые) близкие классы
групп. В [30] исследовались центрально инвариантные подгруппы (т.е. подгруп-
пы, инвариантные относительно центра группы) и коммутаторно инвариантные

                                                          
1 Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной
России» на 2009–2013 годы, № 14. В 37.21.0354 и частично в рамках темы 2.3684.2011 Томского госу-
дарственного университета.
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подгруппы (т.е. такие подгруппы H группы A, что [α,β]H ⊆ H для любых
α,β ∈ E(A)). В [31–34] изучались проективно инвариантные подгруппы, т.е. такие
подгруппы H группы A, что πH ⊆ H для любой проекции π группы A. Вопросы
продолжения автоморфизмов подмодулей изучались в [35]. Близкие классы групп
исследовались в [36, 37].

Подгруппу A′ = 〈[φ,ψ]A | φ,ψ ∈ E(A)〉 назовем E-коммутантом группы A. Ясно,
что кольцо E(A) коммутативно в точности тогда, когда A′ = 0. Некоторые свойства
и описание E-коммутанта ряда классов групп получены в [18 – 29].

Прямые слагаемые групп из класса ZBL2 также принадлежат этому классу.
Поэтому в следующих трех леммах приводятся общие свойства прямых слагае-
мых групп из класса ZBL2.

Лемма 1. Пусть A = B ⊕ C, где B,C ≠ 0. Тогда если A ∈ ZBL2, то B,C ∈ ZBL2,
[φ,ψ](Hom (B,C)B) = 0, α(B ′) = 0 и [μ,ν](Hom (C,B)C) = 0, λ(C ′) = 0 для любых
φ,ψ ∈ E(C), α ∈ Hom (B,C) и μ,ν ∈ E(B), λ ∈ Hom (C,B).

Доказательство. Пусть π: A → B, θ: A → C – проекции, φ,ψ ∈ E(C),
λ ∈ Hom (C,B), а γ ∈ Hom (B,C).

Продолжим φ,ψ до эндоморфизмов группы A, полагая φ | B = γ, ψ | B = 0. Тогда
для b ∈ B имеем

[φ,ψ]b = φψb – ψφb = – ψφb = – ψγb и [φ,ψ]2b = – ([φ,ψ]ψγ)b.
Оставив действие φ прежним, а действие ψ на B определив как действие тождест-
венного автоморфизма, получим

[φ,ψ]b = φψb – ψφb = γb – ψγb и [φ,ψ]2b = ([φ,ψ]γ)b – ([φ,ψ]ψγ)b.
Откуда ввиду того, что [[φ,ψ]2,π]b = [φ,ψ]2b, приравняв к 0 полученные выше вы-
ражения для квадратов коммутаторов, имеем ([φ,ψ]ψγ)b = 0 и ([φ,ψ]γ)b –
 ([φ,ψ]ψγ)b = 0. Следовательно, ([φ,ψ]γ)b = 0 и, значит, [φ,ψ](Hom (B,C)B) = 0 в
силу произвольности γ ∈ Hom (B,C) и b ∈ B.

Определим , ( )E Aϕ ψ ∈ , полагая | Cϕ = ϕ + λ , | 1BBϕ = , | Cψ = ψ , | 0Bψ = .
Тогда для c ∈ C имеем [ , ] ( ) ( ) [ , ] ( )c c c c cϕ ψ = ϕψ − ψϕ = ϕ ψ + λψ . Так

как [ , ] | 0Bϕ ψ = , то 2 2[ , ] [ , ] ( [ , ])c c cϕ ψ = ϕ ψ + λψ ϕ ψ . Далее 2,[ , ] c⎡ ⎤π ϕ ψ =⎣ ⎦
2( [ , ] ) ( [ , ]) 0c c= π ϕ ψ = λψ ϕ ψ = . Определим теперь ,ϕ ψ  следующим образом:

| Cϕ = ϕ + λ , | 0Bϕ = , | Cψ = ψ , | 1BBψ = . Тогда
[ , ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ , ] ( ) .
c c c c c c c

c c c c c c c
ϕ ψ = ϕψ − ψϕ = ϕψ + λψ − ψ ϕ + λ =

= ϕψ + λψ − ψϕ − λ = ϕ ψ + λψ − λ
А так как и здесь [ , ] | 0Bϕ ψ = , то

2 2[ , ] [ , ] ( [ , ]) ( [ , ])c c c cϕ ψ = ϕ ψ + λψ ϕ ψ − λ ϕ ψ

и 2,[ , ] ( [ , ]) ( [ , ]) 0с c c⎡ ⎤π ϕ ψ = λψ ϕ ψ − λ ϕ ψ =⎣ ⎦ ,

откуда из доказанного выше равенства ( [ , ]) 0cλψ ϕ ψ =  получаем ( [ , ]) 0cλ ϕ ψ = .
Следовательно, λ(C ′) = 0. Ввиду симметричности прямых слагаемых B и C лемма
доказана.

Лемма 2. Пусть A = B ⊕ C ⊕ N. Тогда если A ∈ ZBL2, то β(Hom (B,C)B) = 0
для каждого β ∈ Hom (C,N).
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Доказательство. Пусть γ ∈ Hom (B,C). Определим f ∈ E(A) следующим обра-
зом:  f | B = γ, f | C = β и f | N= 0. Если теперь b ∈ B, а π: A → C – проекция, то

[π,f]b = (πf)b – (fπ)b = γb, [π,f]2b = ([π,f]γ)b = (πfγ)b – (fπγ)b = – βγb.
Имеем [[π,f]2,π]b = – (π [π,f]2)b = βγb = 0. Откуда следует, что β(Hom (B,C)B) = 0.

Лемма 3. Пусть A = B ⊕ C, где Hom (B,C) ≠ 0 и каждый ненулевой гомомор-
физм из Hom (B,C) является мономорфизмом, а B,C – такие группы, что их нену-
левые эндоморфизмы также являются мономорфизмами. Тогда если A ∈ ZBL2,
то кольца E(B) и E(C) коммутативны.

Доказательство. Согласно лемме 1, α(B ′) = 0 для каждого 0 ≠ α ∈ Hom (B,C),
а поскольку все такие α являются мономорфизмами, то B ′ = 0, т.е. кольцо E(B)
коммутативно. Далее, по той же лемме Hom (B,C)B ⊆ ker [φ,ψ] для всех
φ,ψ ∈ E(C). А так как по условию Hom (B,C)B ≠ 0, то [φ,ψ] = 0. Это означает ком-
мутативность E(C).

Лемма 4. Пусть A = ⊕ i ∈ I Ai (A = ∏ i ∈ I Ai), где подгруппы Ai вполне характе-
ристичны в A. Тогда A ∈ ZBL2 в том и только в том случае, когда все Ai ∈ ZBL2.

Доказательство. Очевидно.
Теорема 5. Пусть D – ненулевая делимая группа. Тогда D ∈ ZBL2 в том и

только в том случае, когда выполняется одно из следующих условий:
1) D ≅ Q ⊕ Q или D ≅ Q;
2) Q ( )

pp
D Z ∞

∈Π
≅ ⊕ ⊕ , где Π – некоторое непустое множество простых чисел;

3) ( )
p

pp m
D Z ∞

∈Π
≅ ⊕ ⊕ , где Π – некоторое непустое множество простых чисел, а

mp = 1 или mp = 2 для каждого p ∈ Π.
Доказательство. Делимая группа без кручения имеет вид Q

m
⊕ , где m – неко-

торое кардинальное число. Поэтому необходимость п. 1) следует из леммы 2. Для
D ≅ Q ⊕ Q кольцо E(D) изоморфно кольцу матриц M(2,Q) над полем Q. Такое
кольцо удовлетворяет условию [[x, y]2, z] = 0, что доказывает п. 1) теоремы.

Если периодическая часть t(D) группы D отлична от 0, то D = D0 ⊕ t(D), где
(если D0 ≠ 0) 0 Q

m
D ≅ ⊕  для некоторого кардинального числа m. Hom (Q, ) 0

p
Z ∞ ≠

для каждого простого числа p. Поэтому если D ∈ ZBL2 и D0 ≠ 0, то из леммы 2
следует, что D0 ≅ Q, а p p

D Z ∞≅  для каждого простого p с условием Dp ≠ 0.

Далее, подгруппа t(D) вполне инвариантна в D и для группы D, указанной в
п. 2), кольца E(D0) и E(t(D)) коммутативны. Для такой группы D квадрат коммута-
тора любых ее эндоморфизмов равен 0, поэтому такая группа D принадлежит
классу ZBL2.

Каждая ненулевая p-компонента Dp делимой группы D изоморфна группе

p
pm

Z ∞⊕  для некоторого кардинального числа mp. Из леммы 2 следует, что mp = 1

или mp = 2. Если группа D периодична, то pp
D D

∈Π
= ⊕  для некоторого множества

Π простых чисел, каждая подгруппа Dp вполне инвариантна в D, если mp = 1, то
кольцо E(Dp) коммутативно, если же mp = 2, то p p p

D Z Z∞ ∞≅ ⊕  и кольцо E(Dp)

изоморфно кольцу матриц ˆ(2, )pM Z , где ˆ
pZ  – кольцо целых p-адических чисел
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[38, § 43, пример 3], такое кольцо удовлетворяет тождеству [[x, y]2, z] = 0, что до-
казывает п. 3) теоремы.

Теорема 6. Если 0 ≠ D – делимая часть группы A, A = B ⊕ D и 0 ≠ B – группа
без кручения, то A ∈ ZBL2 в том и только в том случае, когда E(B), E(D) – ком-
мутативные кольца.

Доказательство. Необходимость. Имеем Hom (B,D) ≠ 0 и Hom (Q, ) 0
p

Z ∞ ≠

для каждого простого числа p. Поэтому из леммы 2 следует, что D ≅ Q или D –
периодическая группа, каждая ненулевая p-компонента которой изоморфна груп-
пе 

p
Z ∞ , кольцо эндоморфизмов E(D) такой группы D коммутативно. Так как для

каждого 0 ≠ b ∈ B существует гомоморфизм φ: B → D со свойством φb ≠ 0, то из
леммы 1 следует, что B ′ = 0, т.е. кольцо E(B) коммутативно. Достаточность выте-
кает из того, что прямое слагаемое D вполне инвариантно в A и так как кольца
E(B) и E(D) коммутативны, то квадрат любого коммутатора эндоморфизмов груп-
пы A равен 0.

Теорема 7. Пусть A – вполне разложимая группа без кручения, не являющаяся
делимой, A = B ⊕ D, где D – делимая часть группы A. Тогда A ∈ ZBL2 в том и
только в том случае, когда:

1) если D ≠ 0, то D ≅ Q, а B – прямая сумма групп ранга 1 с попарно несравни-
мыми типами;

2) если D = 0, то ii I
A A

∈
= ⊕ , где типы прямых слагаемых ранга 1 групп Ai и Aj

не сравнимы при i ≠ j, причем либо r(Ai) = 1, либо Ai = Bi ⊕ Ci, где r(Bi) = 1, а группа
Ci изоморфна группе Bi или является прямой суммой групп ранга 1 с попарно не-
сравнимыми типами, каждый из которых больше, чем тип t(Bi).

Доказательство. Необходимость следует из леммы 2, поскольку для прямого
слагаемого N1 ⊕ N2 ⊕ N3 группы A, где r(Ni) = 1, невозможно условие
t(N1) ≤ t(N2) ≤ t(N3). Достаточность в п. 1) следует из того, что D – вполне инвари-
антная подгруппа в A, а E(B), E(D) – коммутативные кольца. В п. 2) A ∈ ZBL2 как
прямая сумма вполне инвариантных подгрупп из ZBL2.

Теорема 8. Пусть A – сепарабельная (векторная) группа без кручения,
A = B ⊕ D, где D – делимая часть группы A. Тогда A ∈ ZBL2 в том и только в
том случае, когда:

1) если D ≠ 0, то D ≅ Q, а B – прямая сумма (прямое произведение) групп ран-
га 1 с попарно несравнимыми типами;

2) если D = 0, то A = ⊕i ∈ I Ai (A = ∏i ∈ I Ai), типы прямых слагаемых ранга 1
групп Ai и Aj не сравнимы при различных i и j, причем либо r(Ai) = 1, либо
Ai = Bi ⊕ Ci, r(Bi) = 1, а группа Ci изоморфна группе Bi или является сепарабельной
(векторной) группой, типы прямых слагаемых ранга 1 которой попарно не срав-
нимы и каждый из них  больше, чем тип t(Bi).

Доказательство. Если Ω(A) – множество типов всех прямых слагаемых ран-
га 1 сепарабельной группы A, то Ω(A) можно разбить на классы эквивалентности
Ω(A) = ⋃ i ∈ I Ωi, где типы s, t ∈ Ω(A) считаются эквивалентными, если существуют
t1,…,tn ∈ Ω(A), такие, что типы ti и ti + 1 сравнимы для всех i = 0,…,n (здесь
t0 = s, tn + 1 = t). В этом случае A = ⊕i ∈ I Ai, Ω(Ai) = Ωi и подгруппы Ai вполне инва-
риантны в A, т.е. типы из Ω(Ai) и Ω(Aj) не сравнимы при i ≠ j [39, § 19, упр. 7].
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Из этого, в частности, следует, что сепарабельные группы без кручения типы
прямых слагаемых ранга 1 которых попарно несравнимы, являются вполне раз-
ложимыми группами. Для векторных групп можно использовать лемму: если η –
ненулевой гомоморфизм векторной группы V = ∏i ∈ I Ri в векторную группу
W = ∏j ∈ J Sj (Ri и Sj – группы ранга 1), то t(Ri) ≤ t(Sj) для некоторых i ∈ I и j ∈ J
[38, лемма 96.1]. С учетом этих фактов оставшиеся утверждения доказываются
аналогично теореме 7. В [40] исследовались слабо транзитивные E-энгелевы
группы без кручения.
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Chekhlov A.R., Agafontseva Ml.V. ON ABELIAN GROUPS WITH CENTRAL SQUARES OF
COMMUTATORS OF ENDOMORPHISMS.  We describe divisible, completely decomposable,
vector, and separable torsion free groups for which the squares of commutators of their endomor-
phisms are central in endomorphism rings of these groups.
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