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Решается задача о построении конформного отображения единичного круга
{ }:| | 1E = ξ ∈ ξ <C  на 2n-угольник, граница которого состоит из дуг окружностей,

обладающий n-кратной симметрией вращения относительно точки w = 0,

{ }\ 1 ,n ∈ N  и симметрией относительно прямой { }: argl w C w
n
π

= ∈ = . Такие об-

ласти будем называть круговыми многоугольниками с двойной симметрией.
Конформное отображение на круговой многоугольник с двойной симметрией

находит приложения в задаче Сен-Венана о кручении стержня, в гидродинамике и
задачах теплопроводности. Известны точные и приближенные решения задачи о
кручении стержня для разнообразных сечений: в форме эллипса, различных мно-
гоугольников, областей, обладающих симметрией вращения и др. Заметим, что
некоторые из рассматриваемых в этих задачах областей с симметрией вращения
являются частными случаями кругового многоугольника с двойной симметрией.

Seth B.R. [1] решает задачу о кручении однородного стержня с поперечным
сечением в форме правильного n-угольника с прямолинейной границей. Решение
представлено медленно сходящимися рядами Тейлора. W.A. Bassali  [2] решает
задачу о кручении стержня для некоторых сечений, обладающих симметрией
вращения и имеющих криволинейную границу, аппроксимируемую дугами ок-
ружностей. Формула Шварца – Кристоффеля записана K. Lee  [3] для правильных
n-угольников с прямолинейной границей и n-кратной симметрией вращения и
применяется в задаче о кручении стержня. Задачу о кручении стержня, в сечении
которого область с прямолинейной границей в форме правильного n-угольника,
циклического n × m-угольника (многоугольник с n-кратной симметрией вращения
и n × m числом вершин), решает Hassenpflug W.C. [4] с привлечением интеграла
Шварца – Кристоффеля, интеграла Трефтца, алгебры сверток. И.А. Александров 
[5] решает задачу о кручении стержня с поперечным сечением в форме правиль-
ного кругового n-угольника с помощью конформного отображения, в этой же мо-
нографии В.В. Соболев  предлагает новый численный метод решения задачи Сен-
Венана о кручении стержня с произвольной односвязной областью сечения. Диф-
ференциальное уравнение типа уравнения Левнера получено И.А. Александро-
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вым, Г.Д. Садритдиновой [6] для отображения единичного круга на область с
n-кратной симметрией вращения. Задачу Сен-Венана для стержней, в сечении ко-
торых правильный многоугольник со скругленными углами, решает C.Y. Wang 
[7] с помощью метода Ритца.

В настоящей работе конформное отображение единичного круга на круговой
многоугольник с двойной симметрией строится с помощью функции Шварца и
принципа симметрии Римана – Шварца.

Определение 1. Пусть функция w голоморфна в области G, G ⊂ C  и имеет
производную, не принимающую значение нуль. Производной Шварца функции w
в области G называется функция

{ }
2'''( ) 3 ''( )( ), .

'( ) 2 '( )
w z w zw z z
w z w z

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Определение 2. Функцией Шварца [8, c. 105] называют функцию, удовлетво-
ряющую дифференциальному уравнению

{ }, 2 ( , , , ),w z I z= ϕ ψ μ (1)

где
2 2 2 2 2

2 2
1 1 1( , , , ) ,

4 (1 )4 4(1 )
I z

z zz z
− ϕ − ψ − ϕ − ψ + μ

ϕ ψ μ = + +
−−

, , [ 2, 2]ϕ ψ μ ∈ − .
Замечание 1. Пусть f1, f2 – два линейно-независимых решения уравнения

''( ) ( , , , ) ( ) 0.f z I z f z+ ϕ ψ μ =

Положим 1

2

( )
( )

( )
f z

w z
f z

= , тогда имеем

{ }, 2 ( , , , ).w z I z= ϕ ψ μ

Замечание 2. Г.А. Шварц показал, что функция Шварца w отображает верх-
нюю полуплоскость на треугольник, ограниченный тремя дугами окружностей
(некоторые из них могут вырождаться в отрезки прямой). Внутренние углы тре-
угольника в точках, соответствующих точкам z = 0, 1, ∞, равны φπ, ψπ, µπ. Верно
и обратное, если функция отображает верхнюю полуплоскость на круговой тре-
угольник, то она является функцией Шварца и удовлетворяет дифференциально-
му уравнению (1).

Для конформного отображения единичного круга на круговой многоугольник
с двойной симметрией получен следующий результат.

Теорема. Пусть функция w(ξ) голоморфно и однолистно отображает
единичный круг { }:| | 1E = ξ ∈ ξ <C  на круговой многоугольник D с двойной сим-

метрией, { }\ 1n ∈ N , так, что w(1) = 1, e e
i i
n nw r
π π⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где 1, e
i
nr
π

 – вершины

многоугольника D с углами 2φπ, 2ψπ при них соответственно, φ, ψ ∈ [0,1],

sin sin cos cos cos

sin sin cos cos cos

n nr

n n

π π
ψπ − ϕπ − ψπ

=
π π

ϕπ − ψπ − ϕπ
. Тогда функция w(ξ) имеет вид
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0

0

( )
( ) ,

( )
w z

w z
cw z d

=
+

 (2)

где

1 11
1

0
0 11 1

0

(1 ) ( )
( ) ,

(1 ) ( )

n n

n

t t z t dt
w z

t t z t dt

τ+ λ−−τ−

−τ− −τ λ

− −

=

− −

∫

∫

( )1( ) 2
4

n nz z −= ξ = − ξ − ξ , 1 (1 )
2

n
n

+ − ϕ + ψ
τ = − , 1 (1 )

2
n

n
− − ϕ − ψ

λ = ,

sin sin

e sin sin
i
n

r
nc

r r
n

π

π⎛ ⎞τπ − τπ +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

π⎛ ⎞τπ − τπ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
( )

( ) ( )

1 11 1 sine 1

e 1 1 e sin sin

i
n

i i
n n

r n n nd

r
n

π

π π

π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ λ + − Γ τ + + τπ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠=
⎛ ⎞π⎛ ⎞Γ τ + Γ λ + τπ − τπ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠

,

Г – гамма-функция.
Доказательство. Обозначим за ( , )k sΩ  двуугольник

( , ) { : arg }k s k sΩ = ξ ∈ π < ξ < πC , 0 ≤ k < s ≤ 1.

Запишем отображение z = z(ξ) сектора круга 10,
n

E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  на верхнюю полуплос-

кость { : Im 0}z z+Π = ∈ >C .
Отображение ζ(ξ) = lnξ переводит сектор круга 10,

n

E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  на полуполосу

{ }: Re 0;0 Im
n
π

ζ ∈ ζ < < ζ <C . Отображение 2( ) sin
2

nz i ζ
ζ =  переводит полуполо-

су { }: Re 0;0 Im
n
π

ζ ∈ ζ < < ζ <C  на верхнюю полуплоскость Π+. Композиция

( ) ( )1( ) ( ) 2
4

n nz z −ζ ξ = ξ = − ξ − ξ  отображает сектор 10,
n

E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  на полуплоскость

Π+ так, что z(0) = ∞, z(1) = 0, ( )e 1
i
nz
π

= .
Найдем отображение w(z) верхней полуплоскости Π+ на треугольник

10,
n

D ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  с углами φπ, ψπ, 
n
π , { }\ 1n ∈ N , φ, ψ ∈ [0,1] при вершинах A1 = 1,

2 e
i
nA r
π

= , A3 = 0, такой, что стороны A1A3, A2A3 являются прямолинейными от-
резками. Пусть отображение w(z) переводит точки z-плоскости 0, 1, ∞ соответст-
венно в вершины A1, A2, A3. Согласно замечанию 2, отображение w(z) удовлетво-
ряет дифференциальному уравнению

( )2 2 22 2

2 2 2

1 11 1{ , } .
2 2(1 ) 2 ( 1)

n
w z

z z n z z

+ − ϕ − ψ− ϕ − ψ
= + +

− −
  (3)
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Согласно замечанию 1, решение уравнения (3) можно искать в виде
1

2

( )
( )

( )
f z

w z
f z

= , где f1, f2 – два линейно независимых решения уравнения

( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 1
''( ) ( ) 0.

4 ( 1)

z n z n n
f z f z

n z z

− + − − ϕ + ψ + − ϕ
+ =

−
 (4)

Введем обозначения (1 ) 1
2

n
n

− ϕ − ψ −
α = , (1 ) 1

2
n

n
− ϕ − ψ +

β = , γ = 1 – φ и в урав-

нении (4) выполним замену 
1 1

2 2( ) (1 ) ( )f z z z g z
−ϕ −ψ

= − , получим гипергеометриче-
ское уравнение [8, c. 69]

( )(1 ) ''( ) ( 1) '( ) ( ) 0.z z g z z g z g z− + γ − α + β + − αβ =

Двумя линейно-независимыми решениями этого уравнения будут гипергео-
метрические ряды

1
1( ) ,1 ;1 ; ,g z z F
z

−α ⎛ ⎞= α + α − γ + α − β⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
1( ) ,1 ;1 ; ,g z z F
z

−β ⎛ ⎞= β + β − γ + β − α⎜ ⎟
⎝ ⎠

которые сходятся при |z| < 1.
Таким образом, одним из решений уравнения (2) будет функция

1

0

(1 ) 1 (1 ) 1 1 1, ;1 ;
2 2( ) .

(1 ) 1 (1 ) 1 1 1, ;1 ;
2 2

n

n nF
n n n zw z z

n nF
n n n z

−

− ϕ − ψ + + ϕ − ψ +⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠=

− ϕ − ψ − + ϕ − ψ −⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

Выразим гипергеометрические ряды через определенные интегралы [8, c. 123],
получим

( )

( )

11 1
1

0
0 11 1

0

(1 )
( ) ,

(1 )

n n

n

t t z t dt
w z

t t z t dt

τ+ λ−−τ−

−τ− − λτ

− −

=

− −

∫

∫

где 1 (1 )
2

n
n

+ − ϕ + ψ
τ = − , 1 (1 )

2
n

n
− − ϕ − ψ

λ = .

В силу инвариантности производной Шварца относительно дробно-линейного
преобразования, отображение w верхней полуплоскости на треугольник

10,
n

D ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  имеет вид (2).

Композиция  w(z(ξ)) = w(ξ)  отображает  сектор  круга  10,
n

E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩   на  тре-

угольник 10,
n

D ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩ . Часть границы сектора 10,
n

E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  – отрезок
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1 : e ,0 1
i
nR
π⎧ ⎫⎪ ⎪= ξ ∈ ξ = ρ < ρ <⎨ ⎬

⎪ ⎪⎩ ⎭
C  – отображение w(ξ) переводит в часть границы

треугольника 10,
n

D ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  – отрезок *
1 2 3 : e ,0

i
nR A A w w r
π⎧ ⎫⎪ ⎪= = ∈ = ρ < ρ <⎨ ⎬

⎪ ⎪⎩ ⎭
C .

Продолжим отображение w(ξ) согласно принципу симметрии Римана – Шварца
через отрезок R1 на сектор круга 1 2,

n n

E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩ . Продолженное отображение w(ξ)

переводит конформно сектор круга 20,
n

E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  на область 20,
n

D ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩ . Оно являет-

ся однолистным, так как области 10,
n

E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  и 1 2,
n n

E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩ , а также 10,
n

D ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  и

1 2,
n n

D ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  не пересекаются. Далее, возьмем сужение функции w(ξ) на сектор

круга 1 2,
n n

E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  и продолжим его по симметрии через отрезок

2

2 : e ,0 1
i

nR
π⎧ ⎫⎪ ⎪= ξ ∈ ξ = ρ < ρ <⎨ ⎬

⎪ ⎪⎩ ⎭
C  на сектор 2 3,

n n

E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩ , получим конформное од-

нолистное отображение w(ξ) сектора 30,
n

E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩  на область 30,
n

D ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω∩ . Выполнив

эту процедуру n раз, получим отображение w(ξ), переводящее половину единич-
ного круга E +Π∩  на область D +Π∩ . Наконец, продолжив это отображение по
симметрии через отрезок вещественной оси { }: Re ( 1,1), Im 0Cξ ∈ ξ ∈ − ξ = , полу-
чим искомое отображение единичного круга E на круговой многоугольник D с
двойной симметрией. Теорема доказана.

Обратное отображение может быть записано как композиция 1 1w z− −D , где
1 1( , , , )w w z− −= ϕ ψ μ , 1

n
μ =  – функция, обратная к функции Шварца. Шварц ука-

зал все значения φπ, ψπ, µπ, при которых функция 1w−  алгебраическая [9], при
некоторых из этих значений функция 1w−  является рациональной.

Если в условиях теоремы положить 1 ,
2

ϕ =  1 1
2 n

ψ = − , то отображение w(ξ)

будет конформно переводить единичный круг { }:| | 1E = ξ ∈ ξ <C  на правильный
прямолинейный n-угольник и будет иметь вид

1 1 111
2 2

0

e( ) (1 ) ( ) ,
i
n

n nw z t t z t dt

π

− −−
= − −

π ∫

где ( )1( ) 2 .
4

n nz −ξ = − ξ − ξ
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Заметим, что если в уравнении (3) выполнить подстановку ( )11( ) 1
4

z −υ = −υ−υ ,

где υ = ξn, используя соотношение

( )2
{ , } { , } { , },

'( )
w z w z

z
υ − υ

=
υ

то получим уравнение класса Фукса с четырьмя особыми точками

( ) ( ) ( )( )( )(
( ) )

2 4 2 2 2 3 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

{ , } 1 4 2 1 1 4

4 1 2 ( 1) .

w n n n

n n n

υ = − υ + ψ − ϕ υ + + − ψ + ϕ υ +

+ ψ − ϕ υ + − υ υ −

Положим здесь 1
2

ψ = , уравнение примет вид

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2

22 2

1 2 4 1
{ , } .

2 1

n n n n
w

n

υ − + υ − − ϕ + −
υ =

υ υ −

Решение этого уравнения можем искать в виде отношения двух линейно-
независимых решений дифференциального уравнения второго порядка

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2

22 2

1 2 4 1
''( ) ( ) 0.

4 1

n n n n
f f

n

υ − + υ − − ϕ + −
υ + υ =

υ υ −

Введем обозначения 1 2 1
2 n

− ϕ
− = α , 1 2

2
− ϕ

= β , 11
n

− = γ  и выполним замену

1 1 1
2 2 2( ) ( ) (1 )nf g v

− −ϕ
υ = υ υ − , имеем уравнение (являющееся гипергеометрическим

уравнением Гаусса), которое совпадает с уравнением, полученным ранее
Г.М. Голузиным [10] при решении задачи об отображении единичного круга на
внутренность правильного кругового n-угольника.

Автор выражает благодарность к.ф.-м.н. С.А. Копаневу  за ценные консульта-
ции по работе.
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Kolesnikov I. A. CONFORMAL MAPPING ONTO A CIRCULAR POLYGON WITH DOUBLE
SIMMETRY. A conformal mapping of the unit disk { }:| | 1E = ξ∈ ξ <C  onto a circular 2n-gon,

{ }\ 1n ∈ N , with n-fold symmetry of rotation relatively to the point w = 0 and with symmetry

relatively to the straight { }: argl w w
n
π

= ∈ =C  has been obtained in the integral form.

Keywords: conformal mapping, symmetry of rotation, circular polygon, Schwarz derivative.
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